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Es werde folgendes unbestimmte Integrale 



X»dx 



zur Bestimmung vorgelegt, wo ao • ai , ... a«.! beliebige von x independente Grössen und : 

m < qo + qi + <i2 + • • + q—i 

ist. 

Mau nehme an es sei qk von der Form 2pk . Bei dieser Annahme hat das Binom 
1 + ak ^■'x ^k keinen reellen Faktoren des ersten Grades, wohl aber bilden nachstehende Tri- 
monien die reellen Faktoren des zweiten Grades desselben: 

I +• 2akXco8 5^+ a^kx«. 

22Pa 
o 

1 + 2 ak X cos 25 — + a^kX' 

spk 

1 + 2ak xco8^+ a2kx= 

2pk 



-h 



J . A (2pll l)?f 1 9 , 

1 -h 2 ak X COS - c. h a^kx« 

2pk 

demnach ist man im Stande die acht gebrochene rationale Funktion 



X 



in 



(l + ao^P-T^P«! (l + 8 *P> ,*P'i (l + a,2P»xaP») . . . . ( i + ,..>-« ,«P.-t) 



in Parlialbrüchc v<m der allf^MMneinen Form 

zu zerlej^aML um die Integration der vorgelegten Differenziairurxklion von dvi Inle^raliun drr 
Ausdrücke : 

A B \ 

abhängig zu machen. 

Selzl man der Kürze \\egen /u !ür ^r— und bezeichnen A^»V-i » ^«V . ^<»" ^ nidepcu 
dente, einstweilen unbestimmte <irössen, wo k alle ganzen Zahlen 

o . I . -2 , 3 , n- I 

und s die Zahlen 

1 , -2 , :i . I 

der Heihe nach bedeulen, so findet man: 

I -h 2ao\cos/.o -h Ho-x- t -h '-ia^x cos3/ü -|- Bq-x^ * " ' t -1-2 OqX cos (2|)o-l) /„ ^ <i(r\- 

1 -|--2a,xcos/, -h a,2\2 1 -f 2a, xcos 3/., 4- a,2\? ^ • / I -f 2a, xcos(2p-n/7 t <«i- v* 

' 1 -f 2'a2XCos/2 4- ''«/x^ "*" 1 -h2a2XCüs3/.2-ha22x-^ 4 . . . ^ 1 -f'2a2X coscip,-!) >., 4 a,- \- 

'' < l_ Oo ,-r"««.> Qi . "l o? -..?•'' 14-0.. 



1 H-2aü.f xcos/n-1 -ha^n-i x2 1 -f 2an-ixcos3/n-i -f a^n-ix- ' H2a„.|\co8(2p,>.i-l)/n-i^a-n-i\ 



s — 



SeUt man ferner der Einfachheit wiegen: 

,(,) = (l+ao*'<'x"«){l+.,"'x"-)(l + a^x"') .... (l + a::r'x"-' ) 

SO kann voriger Gleichung auch folgende Gestalt gegeben werden: 

X" = 

+ ü.tSw + o,<*'vW+ üjC'flpW + • • • + üj«_,.f (X) 



+ 



wo allgemein U«'^^_i statt 

1 + 2akxc08(28k — l)/.k + a^k i^ 
gesetzt worden. 

Wenn in dieser in Bezug auf x indentischen Gleichung die Funktion q> (x) für irgend einen 
Werth von x gleich Null wird, so verschwinden sämmtliche Ausdrücke rechts vom (=j, mit 
Ausnahme eines einzigen, der in -^ übergeht; denn irgend eine Wurzel eines Binoms der 
Funktion gr (x) z. B. 

I + a?*'x*'»' = (u) 

ist zur gleichen Zeit Wurzelirgend einer der trinomischen Faktoren desselben Binom's, z. B. \on 

1 -t- 1 ak a cos (28k— 1) Ak + a^k x» = [ß] 

Wird durch Qt^^.j das in -g- übergehende Glied bezeichnet, so ist: 

V2.^-i - j ^ 2akXC08(a8k-l)Ak -ha^kx^ • ^ "^«^-i ^ "«%-» / 



u 

lind wrnii (liihn w rinc dm (ilrichunijon 'a und ,)'* t^MMncinschaKlich zukr>rninondo W iirzr! 
vorslolll. und 

^ , ~ n-i 

ijcsotzl wird, so fiat man: 



•2 ak cos (2sk— 1 )/u i- a-k\> 

und da heim Stallhahen von \v als Wurzel dor (ileirhuns: \d auch eine Wurzel dersrÜM-n 

a-kW 

Tfleichunff ' ß] ist, so hat man Torner: 



%-' 



/_L \ - '^-\^'<^^ J^' (a>\w) 



;ik ro^ (i>sk— 1) /k -f 



\N O 



lU =<t ^ a.,' w^'Ml i- a, '»w *M U -^ a, '^w^'M j ♦- a"-- w'''- 






S,. = 14 a."'" 'a^kw: ''•' I <1 ^ a,'''' ^a-kW; ''^ ) • ■ • ' I t a''--' - -- ' ^' 



"-' ;i''kW ' ■» 



t»e.sel/l >\erden, jcvloeh mit der Hemerkunir, dass in jeder Hiiiomenlolne reelils \(>rn : 
immer das Binom 



1 -^ a •* w J^ 

k 



11 IUI 1 -t^ a * a'k w '- 

k 

als fehlend helraelileJ werden muss. 

Man hat demnach zur Beslimrnunu der drossen A^. , . B'**' , die zwei (ileiehuntr<*n 






2aj. ro'5 '2S|^ — 1) /k ^ ak w 



l.i-\ Nv/ ^ ^n * S ' ;ek ^^ / 2ak " ' - > 
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Nun ergiebt sich filr w auB der Gleichung {ß): 



w = — a~' { cos (28^ — 1) ;i^ — y— I sto (2 8^ — 1) X I 



1 -i 

— s — = — a. 



cos (28^ — I) )l|, + y— 1 810 (2 8,^ — 1) Xk 



und aus der Gleichung (a): 



a^i« w^^ 



= - !• 



1 



äl^ w*'«^ 



= - I 



demnach 



w" = — 






(Aäi..+ B-_.w) 



KkW 



— I 



cos (2 8k — I ) Xk + ak w 



2Pk 



\a«w; - 2ak \ ^'^-* '^'' aw;,^,(28k-.l)Xk 



a^k Sk w 

(2 8k-.l)Xk -h 



akW 



also 



4(k) 4. B*^' w -^ *« W-^' [cos (28k- 1) Xk + ak wj 



'K-* ' "«-k 






2Pk 



2a3k 



Rk 



(a2wr^"**^[co8(28k— 1)lk + — ] 



akw 



a^k Sk 



(y) 



/ 4 V A L mr rc^ 4X ^ t i (a» W)~"" [cOS (ÄSk— 1) Xk H 1/ 

. (k) / L\ — ^^k } W[co8(2 8k — i)Ak + akw] _ "^ ^_ ^ J '_ akW J > 

«^-> r a«w/ ■" 2pk a^k" I Rk " Sk ^ 



''«^-»r aV ~ 2pk I 



(a^wr^--^'^ [co8(28k-l)Ak + ~^] 



a^kSk 



w'"-^'[co8(28k-l)Xk4-akw] ( 
a^k Rk ) 



und nun findet man mit Berücksichtigung der Gleichungen (/) nach einigen Reduktionen 



[^t = ^^^^" URk + Sk)cosni(28k-i)Ak + (Rk-Sk)v^l8iDiD(28k-l)Xk> ^j-^ II. 



Alk) ^ 



B^''^ — ab 



Y^ — ](Rk + Sk)co8(m+l)(28k~t)Ak + (Rk-Sk)v^l8io(ni-+-2)(2sk-l)Xk jgj|^ 
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Nach <ien uewoiinent'ii Gleidiuntcen il,, sind nun sämmtliche unboslininitc von v indepen- 
«l«MUe (ir(»ssrn in (iloichunjjen I bestimmt, und es geht somit die (ileichuncr I, in nachstehende 
(ih^iehuntr über: 



X 



m 



(1 ^ .-.„v-"'') (l i|a,x|'''')(l + 'a3xl'-v) 



• « 



(l ra,...x ,'»'"-«) 









n 



1 -f 2 ao \ cos (2 So - 1) ,r h a,," x- 



2 Po 



i Ho S. 



:2.V,"|,, ^ 



\(K, -I S.) 



;i 



cosm (2si — 1) ^r- H «Tl X CO 

2 p, 



^/ 



1 -h2a,xcos(2si -1)^ ~|-a,^\ 

2i>. 






jp '*'^' \(H2-t-S2) j cosm(2s2- 1) ^j^ -h a2Xcos(ni -f 1 ; (2 s, - 1)^ 1 / 



y 



TT 



1 +2a2Xcos(2s2— 1)rr ha-2^'^ 

2 p2 



l K: Sj 



X- 



n-l 'n-I 



(-1)"' 'v;^ 



T 



.^./ 



'n-1 



>i. =^ Y 



!;'-'UHn.i-hS„.i)| cosni(2s„.i-l),r-^-f a„-ixcüs(iii f | ) (2s„.i — 1)— ^ Ij 

^ ; L 2pn-i _^ ?.J*"i»J^_ j 



I -|-2an-i xcos(2sn.i — 1)^ -h aö.i \'' 

2p„.i 



2 a'"p X 



;;• \sinm(2so-l)s^ -f aoxsin (in-h 1) (2 s,,— 1) 5^/ 

/ Z Po z Po "»o — «^o 



•»0 



^/ 



;f 



I -h2aöX cos(2so — 1)5— -h a^ox 

^ Po 



i Ko S( 



V-t 



2.V>, Z./ 7+2Vx^o7(2s.-1)^+a,2x^ \ *^' ^' 

-' «2 P. .i«j ^ 1 -f- 2 a2 X cos (2 S2 - - l) -- + a^^ x-^ \ ' ' 

«2 — » 2 P2 



- 9 - 



Lm nun zur Integration der in der Aufgabe gegebenen Differenzialfunktion zu gelangen» 
bat man es nach der letzten Gleichung 111., mit der Bestimmung folgender zwei Integrationen 
zu thun: 

JAdx r Bx dx 

u+ßx + yn^' I u ^ ßx + yj^ 



wo A und B von x independente Grössen bezeichnen. 
Nun findet man dass 






r Bxdx 



7^2- = ^ »^«(« + ^* + y^'> 



— . arctaog —r . /__^ + C 



demnach hat man: 



/co8m(28k — i)g^ + akx cos (m + 1) (äsk — Og^l 

_ _ ^--— dx ^ 

1 + 8ak X cos (ÄSk — 1) JL 4. a2^ i2 

«Pk 



C08(in + l)(a8k-l)^ 



log (I + 8 ak X CO8 (2«k - 1) ^ + a»k x«) 



sin (m + 1) (8sk~ I) 5— cos (28k— l)j;— + ak x 
+ *^ arctang ^ + C 

8l0(28k-l)^^ 



und ebenso findet man: 



10 



(siuin(2sk— O^JT h a^ \ sin (in -f 1 ) (2s-, — 1) ^^ ) 

^ 2i)k 2i)L / 



1 4- 2aL \ cos (2sk I ) -7 h a-\ 

2|)k 



rr 

siri(in-f l)(2«k — 1) 



= \ -,-- - ---^^ log ( I -f 2 au X cos (2 sw - b) j" -j- a-\ x-)/ 

1 2ak 2pk f 



V -t 



cos(iii -i- l)(2<i), — l)-r— cos(2sk— 1) - -- + akx 

2pk , 2|)k . , . 

- - arctang - - - 1 f ( 

sin (2sk — 1 ) :.- 
2pk 



Miilliplizirl man sonach die Gleicluini; III. mit d\ und inlegrirl nach dorsolhcn (iros^c \ 
so erjriebt sich l'oljrondo Inlegraljj^leichung: 



( I \ . » 



(1 ^ faoxi'S (l + [aoXj'^O (l -f ^a.xj'''') • • • ■ (l 4- |a„-, x]'Vi ) 



»(» =Po 



Ai"' V» X . ) 1^0 So 2 Po H.N,) 



^'1o Po 

. log (1 -I- 2aoX cos (2so— 1),/^ + a.rx^) 

2 p' 



ijo'"''' X ) *^ ^1 2Po Kl S, 2p, i 



s, -- I 

TT 



log(l -f 2a, X COS (2s, — 1) 5 h a^, x^) 

^P2 



»2 =Pz 

(-IV" 

-t- 



X . / A^2 ^2 2 Pi «2 >2 2 p., ^ 



, iiitI 

••«2 P. 

S> =: 1 

loß(l -h 2a2XC0S(2s2--1)-r^ -Ha'%x2) 

2 pi 

*a-I =Pn-l 



+ -,„., — > {-^T — ^i cos(ra-h1)(2s„.i-l)-r (-— i, ^ V— lsin(ni-f n(2s„.i-f ) - - 

4a:.Vp„.! ^ Ko-ibn-i 2p2 K„., So-i 2p.M ( 



P _. 

. log(H-2an-i xcos(2sn.i — I) »- — H- an-i x2) 

Zpa-1 
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•0=^0 



+ ^2l !T7i'"""+"<'*-"si;-\^'^-<-+'><"-'>i5; 



2*0 Po , 

cos (28o — 1) 5 h «0 » 

. arctang 







-. / i Vir""^"'-^^^^*'*-*)^- Vsf'''-*~'<'»+»>(*'"-*^Ä 



2"' Pl _, 

co8(2 8, — l)^ + aix 

^ Pl 

. arcraog 

8in(28,-i)gl- 



SU, Pl ^»« i 



C08(2g2 — 1)^ + a2X 
. arclaog ^^ 

7¥ 



«0(28,- Dgp^ 



+ 

••-1 = * 

COS (28.-1 —I) 5 \r a«.i i 

. arctaog ^^^ + C ') 

sin (28..,^!) 2-^ 

Gebt in der Gleichung IV. x in — x über, so erhält man folgende Gleichung: 

f. 5Üi = (V.) 

J (l + [aoi]N (l + [a,x]^'') (l + [ajx]''«) • • • • (1 + [a..ix]^''-i) 



*) Bemerkung. Dieae Gleichung stimmt flir den speziellen Fall 

x"dx 




(1 + a^'') (1 + b^x*') 

mit der von Herrn Professor Raabe gerechneten vollkommen öberein , die ich von ihm schriftlich mit- 
getheilt, bei der Hand habe. 
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«., = |i„ 



— — -,— > ,. ^ C()s(in 4- l)(2^o 

» 1 I 






.7 



log (1 - - 2 ao \ cos (2 s,j - 1 ) -^ h ao'- \- ) 



ml X Ki S, 2 p, H, S, 2 p, 

4.1, p, ^mr>r=m ' 
S| — I 



,7 



loi; ( ! — 2 Hl X cos (2 s, — 1 ) - — -f ai^ x- ) 

2pi 



'i ■^^ P2 



-f- 






2 p: ' 



102(1 — 2a7 \ cos (2S2 — 1) -r 1- ilo2x) 

2p2 



-n-t =l'r-l 



i" 



— I 

iut' 



i.Tn-l Pn 1 



1 — cos m-fl)(2sn.i — I ,. 4- ,, ^ V -lsm(io4-n 2sn-i-l) . 



1-1 



l02(l -— 2an-1 XC0S(2Sn-| — 1)^^— -f- Hnll \^ \ 



•-^Pn-I 



»(1 = i»o 

— - siii(m -f l)(2sa 



'".nVl ■ 7 i [{ 

2n„ p„ .^^ ^ 



So 



-1) 



li ^ - / 



»o 



irctany 



ao\ — COS ;2o — l t— 

__ ..^ »^' 

sin (2S) - I j - 
2p„ 



2'p. 



TP ^- V'-t co>(iii-f- ! ris 

1*0 »^o 



•-il'o 



i- 



-tl , p , iwi 



a, \ - cos(2si — I ) — 
^ ^ 2i>, 

arctauu - 



l>i 



sin (2s, — 1 ) 



-T 



2 p 



n 



K 



2p 



\ ;-' V I <O>|l0 -f 1 )(2s, - 1 ) ' 

IL >, 2p 



P» 



I 



Uli I 

2a, p, 






, sin(in-h J )i2.s. 



H^ - S, 



' I 



•J p> li. ^ 2pj * 



- iS - 



aix — cos (28b — l)s — 

arcUng =- 

sin (28.-1)^ 



|.1=P«-1 



«alTip I ^ ' Rn i S«-i ^^ 2p,.t R..1 Sd.i 2p„.i » 



•».1 = * 



a..! X — cos (2 80-1 — 1) 
arctaiig =- — -r C 

^ ^ 2p.-i 

Geht in der Gleichung V m in 2ni + 1 über, so erhält raan folgende Integralgleichung: 



f x^-^^'dx 

(l + (aoi)''°) (l + (a.xV^'Tl + (a.x)'^^ 



) • • • (l+(a..ix)*'"-*) 



•0~F0 



Aa n X I ^ Ko *0 Po Ko »0 Po ' 

. log(l— 2aoxco8(28o- 1)^ -|- ao^x») 

•Po 



•I =^1 



^^l Pl ^?^ 



Li 

1 



•1 = 1 

vT 



lo«(l -2aixc08(28i -l)— - + a,2x2) 

xpi 



•l^Ft 



2ar%T2'~ÄvsN'^"'''^^*""'^i''"«^''*'"'*^^ 



•t=l 

. log(l — 2atxco8(28t— 1)2^ -f ai^xt) 

8p2 



1-1 ^P»-! 



-Ja— V (^-^.— cos(m+l)(28...-t);^ 



Pn«l 

••-1 ^ * 



. log(i -2a„.ixco8(28..i-l)5-!- + aI.,x2J 
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^ 



-- (. 






•2 p 



-M'. 






, — .-' >iMinj - I 1(2-. — 1 )- ;, —r^y'-^l cosdn t l)('2s, — 1 ) — ' 

Pi K, ?>, p,. 



1 



'i \ — <•()> ( 2 ^ , — 1 )- — 

*iri ( 2 s. — 1 ) ^ - 
•2p; 

•j -^ Pi 



- .^ ., > , --— HfKfij — 1 )i2--' -1) — — — V — 1 ros(fn ^ l) (2s? — 1) 

2i. p^ ^aw ' ' 



• 2- 1 



.irrlriii:: 

^iii (-2^.' — 1 I — — 
2 p. 



'f.-l — Fr.-l 






\ 

•n.l = 1 



rTr..| X C0S(2"»„_1 1 ) C- 

«.in (2 *i,.-i — I ) T 

2p,.. ■ 

richl nun in rlicscr (ilficliunt: ri, in w und \* in \, also (K in — - über. >u hat man mil 

Hvru(ksi(.hli«:un^, dass \)\, und cjk \(*rl;njs(lil wi'rdcn k<nnH»n, zur Hcstinmiung vorfjelcfflon In- 
(eirrals, nachslehondc (ik*i(hunL': 

x"' (l\ _ 

(l -i- (n,x)'' ) (l - (H,x)''' ) (l i- (n.>x)''- ) ■ • (l ^ (an- x^"-0 ~ 

los (1 — 2 V<« . ^ <'^>^ ( *^N» — I ) T— 4 '«0 ^ ) 

2qo 






15 — 



p1 ^"^. 



• I — I 



. lopr(l~2|/a|XC08(28,-l)5^ + a,x) 

zqi 




Rf — Si 



cos(m + l)(28f- 1)— + 1 ^ V -isin(m+l)(28«-i) — 

qt nt 9t qt 



. log(l - 2 yatxco8 (2 St —1)5^- + aii) 

jS qt 



i-l — Pn-t 



- -„tl > co8(ni + l)(28„t~i)-— -I- R , <. ^ |/-lsin(m + l) 28n-i-l)-— 

2an.l Pn-I ^hJ ^■" ^""^ 



•.-1 = * 



. log (1—2 f^a.-!! C08 (28.-1— I ) =-^ h a..! i) 

»qii-i 



do U/|4tii^^. an 



»• •>'>tr?, ... V ,- ««(28,1) 



X 

iqo 



•l=_Ft 



+ -;;i\-V|?'=t^ 8in(n.+l)(2g,-l)f -?^»/-l co«(m+)(28,-l)i }arc.«og 
•I = < 



Vaix-co8(28i-l)^- 



siD(28i — 1)^ 
2qi 



2qi 

TT 



;t=^% J.C « K « . |^atX-C08(28t-l)^ 



__1_^jR2; 



^t Pi^"^ 81D(28t— l^Tr- 

nt = 1 2 q 



t 



+ . . . 

•■-1 =Po.l 



-h -.1 > "n G — 8iD(in+l)(28..i— 1)- fi— r IC08(m+l)(28.-.-l) -— 



•«.1 = » 



Vaa-lX— C08(28a.t— I) 



. arcUng ?5^ •\- C (VIII) 

8iD(28B.l— 1)5 

welches zu finden war. 
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Als speziellrr Fall tüliro ich die eine Inlejrralgleichung an, nämlich wenn: 

<]'j — |>, qi - q, q2 =r q, — q, -^ . . . . q«.! — 

iiiHJ iio = i\y i\i =^ I) wird; denn alsdann gi(*hl die (ileichunj;^ Vll.) nach einiijen ijemaehlen 
Kednkl Ionen folirende unheslimmle Inle«rrak^leichunf^: 



r'"'r' 



x"" (l\ 



I i 



.1 -i- a^' \^i \i t iV x' , 



rii' vos(ni-*-\ )(2so 1) — -*- 1 — j' cos(q-ni-l) (!2so-l) _ 

"-* X . ^ -? y^ ^ loii(! -2 Vax<^os(:>so -l)v -4 -'v^ 

•*.. ' \ a / |) \ a / 

N Mcos(ni-+1)(2s, — j) — -I ( * j cos(p-m-l)(2si-l)~ _ 

' ^^^ - -- - - -^ _ V'l/_„ ^- loed— 2 VhN<<>s(2s, ^l)-^ -♦- hx) 

qh ^ ,-.2(^j cos(2s.-l)-;^-.--(~) 

''Lu^' sin(m+1)(2so~n — — ( -V siD(q-m-n(2so-l)-^ v^\-<-os(2so- 1) g-- 

^W ^ — -/^* y _ — arctang 

|>^"' ' ^ 1 -4- 2/ ll y cos (2 So- 1) "^ :f -+- (-^V' <in (2 s., ~ I ) - 



-0 - 1 



P 



•*! - Msiu(rn-»-l)(2si — 1)— — (^Vsiü(|)-ra-l)(2s,-l)^ ]/bx-cos (2ni- I)^^ 

•> "^r ^ n \ l) / q . -^q 

^ ^ ! — : arclanu 

qh- ' Z^ , .H ^2(|-y cos (2 s. - n |;/ - (I) ' sin (2s, - I ) 



2q 

Bei der «ranzen Durclilülirung des in Rede siehenden unbeslimnilen Inle^rrals war es aiil 
die Krhallunff des unbeslimnilen Inlegrals 



r x"* dx 



1 ^ a^xP)" 



ahijesehen. was nun aus («leichung VII leicht isl. Die nölhij^en Keduklionen zur Verihkalioii 
dieses Inlesrals, wenn man es zwischen den Grenzen und x> inlegrirl. mit den «gefundenen 
Hesullalen des bleichen Inleirrals von Euler, konnlc ich aus Mangel an Zeil unmöirlieh hier 
mehr anbriniren. 



-3«»f^9^^8>^-e=-< 



OM NAGRA ARCUS-TANGENS-SUMMOR 

OCH DERA8 ANVÄNDANDE 

TILL DEFINITA INTEGRALERS EVALUERING. 



Akademisk Afhandling, 
som med tillslind af 

Vidtberömda Philosophiska Fakulteten i Upsala 

för PhÜMophigkt Graden 

utgifven 
af 

CARL FABIAN BHANIIEL BJÖBLIN«, 

Phtlot. C«nd. af Weitmft&Uad« och DaU Nation , 



tili ofleDtlig granskniog framställes 



• 



a mindre» Giutavianska läroialen Lordagen d. 16 Maj 1863 

p. ▼. t. e. m. 



/ 



'fZZ 






WESTERÄS, 

A. F. BERGE, 1863. ll ^' 



p 



KONUNGENS TROMAN, 

£N AF DE ADERTON I SYENSKA AKADEMIEN, 

PROFESSOREN I NY-EUROPEISK LINGUISTIK OCH MODERN LITTERATUR VID 

ÜPSALA UNIVERSITET, RIDDAREN AF KONGL. NORDSTJERNE ORDEN, AF KONGL. 

NORSKA S:T OLAFS ORDEN OCH AF KONGL. DANSKA DANNEBROGS ORDEN 



HERR DOCTOR 





IV 7 



Ci ^i L 




med Yördnad och tacksambet egnadt 



af 



författaren. 



Bland de grenar af Mathematiken, som under de sistförflutna decennierna ut- 
gjort föremäl för nitiska och skarpsinniga forskningar, intager onekligen den s. k. ima- 
ginära analysen en framstäende plats, och försävidt den har tili föremäl att fixera de 
algebraiska och transscendenta functionstecknens rätta betydelse för complexa argumen- 
ter, torde med fog kunna sägas, att den snart nog uppfyllt sin bestämmelse, alldenstund, 
om ock ännu nägon brist pä conventionel enhet i afseende pk benämningar och beteck- 
ningar — särdeles beträflfande de s. k. jnincipala functionema — med deraf följande 
olägcnhcter qvarstär, likväl samtliga de algebraiska och transscendenta functionema med 
complexa qvantitetcr erhällit en pä vetenskapliga grunder stödd tolkning. 

Hvilka delar af vetenskapen härvid legat tili grund, är lätt insedt. Hvarje ny- 
begynnare inom analysen vet, att det är införandet af de trigonometriska functionema 
och användandet af trigonometriens formler, som nyssnämnda theori har att tacka för 
sina betydande framsteg. Ocksä läter sig detta sammanhang mellan den imaginära ana- 
lysen och den elementära trigonometrien tydligen skönjas heia analysen igenom; hvadan 
det ock med fog torde kunna sättas i fräga, huruvida icke äfven för sjelfva de trigono- 
metriska och cyclometriska functionernas theori nägon vinst, eller ätminstone nägra an* 
tydningar och anledningar tili kommande upptäckter vore att hämta af denna deras 
sammanställande med de complexa qvantitetema. Sä tili exempel kan det icke gerna 
slä feit, att en utvidgad kännedom om de s. k. facultetema och factoriellerna med com- 
plcx bas mäste leda tili ätskilliga upptäckter angäende summering af sericr af cyclome- 
triska — och in specie arcus-tangens- — functioner. Att i detta afseende gifva en — 
om ock bögst ofuUständigt utförd — antydan är det ena ändamälet med följande upp- 
sats, en antydan, hvilken vi hoppas framdeles blifva i tillfälle att vidare fuUfölja. 

Ben nästan totala saknaden af föregäende arbeten i denna väg har naturligtvis 
varit en af de hufvudsakliga anledningame tili, att vi mäst inskränka oss tili en dylik 
«antydan.» Sä vidt vi hafva oss bekant, har ingen författare närmare undersökt nägon 
af de complexa factoriellerna — med ett enda undantag. I Crelle's Journal , T. XLIII, 

pag. 283 har nemligen Dr Raabe i en afhandling: «Ueber die Factorielle ^P"*"V^ 

meddelat resultatema af sina undersökningar öfver en af dessa functioner, och det just 
öfver en af de intressantaste och oftast förekommande , nemligen sjelfva binomialcoeffii- 



cicntcn. Författaren har dcruti förmedelst ctt ganska enkelt artificium lyckats erhälla 
uttrvck für bade den reela och den imaoinära delen af ifra<]:avarande function, och se- 
dermera användt dessa expressioner tili nägra definita integralers cvaluering. Som e- 
niedlcrtid detta arbete dcls cär af nagot speciel natur, dels ock de deruti erhällna re- 
sultater mahända nagot für vidlyftiga für att utan ytterligare bearbetning vara rätt 
användbara für det ändamäl, som här är afsedt, hafva vi i det füljande ej af dem 
gjort nagon användning, utan füredragit att uttrycka de här fürekommande factoriellerna 
och säledes <äfven de cvclometriska functioner, nemligen Arcus-tangens-summor, für hvilka 
de tjenat tili uttryck, pä* det närmast tili hands liggande sättet, nemligen i combinatio- 
ncr dels af de fürsta heia talen, dels af de qvantiteter, som utgüra bagarnes argumenter. 
Intresset für dylika Arcus-tangens-summor och värdet af formler, förmedelst 
hvilka deras valör med lätthet och noggrannhet kan beräknas, erhäller ock af en sär- 
skild anledning ett nytt motiv, i det nemligen en ganska stör mängd definita integra- 
ler lata sig fürmedelst dem evalueras. Dels für att härpä gifva exempel, dels i den 
förhoppning, att ett — om an obetydligt — * bidrag tili kännedomen af dessa functio- 
ner torde kunna blifva tili gagn, hafva vi i det füljande framställt ett urval bland dessa, 
hvilket, fastän jemförelsevis fataligt, dock torde vara tillräckligt für att gifva ett begrepp 
om det tvifvelsutan ganska betydliga bidrag tili de definita integralernas theori, som 
kan väntas af ett djupare och utfürligare Studium af ämnet. De formler af detta slag, 
som här nedan blifvit upptagna, utgüra hufvudsakligen, säsom man lätt kan öfvertyga 
sig, blotta utvidgningar af sedan gammalt kända relationer, ehuru de, afven säsom sä- 
dana, torde i det sammanhang, hvari de här betraktas, fürtjena uppmärksamhet. För 
öfrigt äro de ej — fürsävidt vi kunnat finna — upptagna i den fuUständiga och för- 
träffliga samling af dylika functioner, som under titel «Tables d'integrales definies» ut- 
gifvits af M. Bierens de Haan. 



".A-'^JVuWb'^JVvA/V^"« 



§1 



Den välbekanta relationen 



(1) a + ln = Vä* + b* (Co3d + iSin9), 

der med a och b förstäs reela qvantiteter, med i den imaginära enheten, och med •9' 

hvilk«! som helst af de bi^ar, hvilkas Sinus och Cosinus satisfiera -vilkoren 

Cos * = ^ 



b 
b 



Siad = 



kan» om i stallet för ^ sattes Arctg - (begränsad ^±'0 7* slurifVas : 

(2) a + 6t = ± yä^^iCos Arctg ^ + i Sin Arctg^\ 

med TÜkor, att det öfre eller nedre tecknet begagnas, aUteftersom a är positivt eller 
negativt. I stallet för (2) kan man säledes sätta: 

(3) a + W = aVl + (^y (Cos Arctg ^ + iSin Arctg ^) 
P& samma satt erh&Ues 

a + 2W =aVl + (^)\cos Arctg^ + tSin Arctg ^)» 
a + 36i = aVl + (^ V (Cos Arctg ^ + iSin Arctg ^)* 

a + n6f = aVl+ f^) (Cos Arctg — + i Sin Arctg — / 
Multiplicera vi med hvarandra dessa eqyationer, s& blir resultatet 

(4) P. (a +„«)■'=«■ V[l * (|)1l + (f )"] [l + (J§)) I Co.;S Arclg^ ^ 

+ i Sin S Arctg — ?» 

n sl ' 



^> SA beteckna yi h'är och i det följande factoriellen 

(a + bi) (a + 2*0 (a + SM) . . . . (a + nW). 



eller korteligen 

(5) P„ (« + nbt) = a>.(Cos 51 + i Sin 5t ) 

Insättes i denna eqvation — b \ stallet för 6, sä Wir 

(6) Po {a-nbi) = a"p.(Cos 51 _ i Sin % ) 

Genom addition och subtraction af (5) och (6) erhällas uttryckcii 

(7) P„ (a + 7ibi) + P„ (a— 72i/) = 2a>. Cos % ^, 

(8) P, (a + nftz*) - Pn(a— niO = 2a"f . 2 Sin 51 

och ur dessa slutligen genom division 

(9) Tg % „^ ^ ? . Pn {a + y?^0 — P„ {a — r^feQ 

(t) i Pn (« + nW) + P„ (a — ni/) 



§ 2. 

Det uttryck för Tg ^Lnbx' ^^"^ ^ ^ (^) erhällit, kan transformeras tili cn — 

^ a / 

ätminstone för numerisk kalkyl — mera användbar form genom utveckling af de deruti 
förekommande factoriellerna, 
Uppenbarligen är 

(10) P„ (a + nbi) = a° + s,a^-^ bi + .9, a""- Q)if+ • • • + s^-2a\bif^^^-s^^^a{biy-^'^sXbi)\'' 

da man med s^ förstär summan af de m-lediga producterna af de n första heia talen. 
Likasä är, om n är ett jemnt tal, 

(11) P, (a " nbi) = a"~5i a""' bi + s^a'^'^bif + s^.2a\biy-^s,,.,a[bif-^+ s^ibif. 

Insättas dessa uttryck pä Pn (a + nbi) och Pu (a — nbi) i eqv. (9), sä blir resultatet : 

Ter % _1 ^1 a"~' &^ + ^3 ar-\bif^ 8:A^-\bif+ • • • • + .9,_3 a \bi Y-^+ ,s>n- i « (fe/)""^ _ 
"" (t) ~ ^ * a° + 52 a-^6iT+ s, a^-^(bit+ + 5„_2 a^(60"-^+ 5,(6/)'" 



^-1 



ar-s.ar-'b^'^ s.a^^b'- + (- 1)' • 5a_2a'i"-'+ (- 1)'^. 6" 

I händelse n är udda, blir deremot 
(13) Pn (a - n60 = oT- s.a^-^bi + s,a''-'{bi)L _ s^^^aXbif-'+s^^iaCbif''- s^bif, 



^^ Säsom sjelfklart är, blott man crinrar sig den bekanta lagen om sammanhanget mellan en eqva- 
tions rötter och coefficienter. 



i 



samt 






(U) = ^'a°~'ft-g»<»°"'ft''+^s«'~'^- +C-1) * g.-»a'6°-*+C-l) « g„6 



a--5,a^*6*+54a-*6*- +(-1) ' s^a'b'^^ + (- 1) ' s^^.ab'^' 

För lättare öfversigt sammanställa vi dessa relationer under följande samman- 
dragna form: 

a) n jemnt, 

A»5— 1 

(12' ) Tg Sl^^x _ A=o 

S (- if 8A . a-«^ 6*^ 
•) n udda. 



(14') Tg % ^^. A,o 

\ b -' — 1 _ n— 1 






A.80 



§3. 

Medelst dessa formler kan man alltsä beräkna tangentens valör för hvarje för- 
handenTarande Arcus-summa ^^-^bx* ^^^ ^^ ^^^ ^^^ derutöfver erfordras för känne- 

dorn af sjelfva summans valör, nemligen l:o) iaom hvilken qvadrant den slutar» och 
2:o) huru mänga heia peripherier deruti innehällas, angifves det förra redan af eqva- 
tionema (7} och (8) genom behörigt afseende pä tecknen, och beträffande det sednare 
är det för värt föresatta mal — sadant det i inledningen blifvit antydt — ingalunda 
nödigt att här ingä i nägon fuUständigt genomförd undersökning. Det är nemligen vi- 
da lättare — och torde t. o. m. sällan möta nagra synnerliga svärigheter — att i 
enskilda fall (da a och 6 eller ätminstone endera har bestämd numerisk valör) komma 

tili sä pass stör noggrannhet, som för beräkning af ^ erfordras, an att angifva en i alla 
möjliga fall användbar och praktiskt fördelaktig method att vinna behörig visshet i 
nämnde afseende. Vi inskränka oss säledes tili att blott pä detta stalle — i förbigä- 
ende och likasom ft^rslagsvis — antyda en enkel och nära tili hands liggande method, för* 



iiiedelst hvilkcn niiin — ätminstoiic i ganska manga fall — kan med lätthet inne- 
stänga (ui Arcus tangons-sumnia inom 2:nc gränser, nog nära livarandra, för att nägon 
ovisshot i afsrendc pa deiisaninias valör ej vidarc mä vara att befara, och skola vi der- 
vid, für eiikelliets skull, ga sa tili väga, som vore fragaii allenast om den summa, som 
ut^rjort f(")reinal för de beggc föregiiende paragr. 1 och 2, och lata a och b vara posi- 
tiva ([vaiititeter. 

I den häudelse, med hvilkeii vi fürst vilje sysselsätta oss, att 6 är ^ a, kan — 

sasom bekaut är — Arctii - utvecklas i serie efter schemat : 

"" a 

TT _ 1 1 _ 1 1 

2 a' ^ ^^ 5/' "^ 7.1 



(l'O Arctg.r- .-j- : + o> — ;> "^ 7~7"" 



Som termeruas i denna serie numeriska valür ända frän borjan oupphörligt af- 

taü:er, sa kan man med all säkerhet sluta, att 

1) 

(ItO ^-> Arctga- >\ — \: 



Salodcs jir ock ^ h ic a 

- > Arctg - > 

2 ° a 2 h 



->Arctg->---2^ 



IC . ^ nh * ^T 

-> Arctg - > 7-» 

2 ^ a 2 nb 



och efter summerinj; af dessa olikheter, 



^ = n - 
1 /'l 



(17) '-^% >TL-£. SC-\ 

Och emedan S \Y) först für ;i-värdeu, vida högre an 100, uppnär"' valCrt- 
2t, sa f(>ljer, att dessforinnan summan ^1 ^^j., da b är ^ (7, diflfererar frän gränsc- 

^^ med eu qvantitet mindre an en hei peripheri. 



*' Till samiiiA sluUats kan nun ock komma blott conom att erinra sis de bekanta relationerna: 

Arctc »r + Arctc — = :r' och 

Arclc -< — • 
S.Moiios callor ^l(V, afvon om .r är < I. 

* K>IoIn\ouk iiruniilolinMi der höhoron AnaUsis, B. 2, paü. 6i7. 



Ar deremot a ^ nft, sä erhälles p& ett med det förra analogt satt, och med 
användande af formeln 

(18) Arctg 4? = «— 3 +^ -y + ? • • • •' ^^^^i 

(19) f s (X) > a,.., > |*s « - ^'s V). 

Men nu är enligt v&rt antagande 

3^ S (*•) <3^8- S Q^\ eller — enligt en bekant formel'^ — 

Aal Xal 

12n 

Oeh som denna sistnämnda qvantUet först för n > 70 uppg&r tili 2r, sa torde 
det nu anförda criteriet i allmänhet göra tillfyllest'^. Skulle emedlart^d större nog- 
grannhet erfordras, sa vinnes den naturligtvis genom att medtaga flere termer af Serien (18). 

Ligger iter a tUl sin storlek mellan 6 och «6. si kan seriesumman % inde- 

las i tvenne delar, af hvilka hvardera fÖr sig kan, genom användande af formlerna (17) 
och (19) innestängas inom yederbörliga gränser. 



§4. 

Bland öfriga frägor, tili hyUkas besvarande formlerna (12) och (14) kunna med 
fördel användas, mä följande märkas* 

1) Huru stört bör a eUer 6 tagas, om deu ena af dessa qvantiteter blifvit tili 

sin yalör bestämd, för att <\r^\ skall blifva lika med ett udda antal j? Besvaras genom 
Solution, i afseende pä a eller fr, af eqyationen: 



5-1 



(20) d^-at€r^V^s^dr^h^- + (-1)* .Ä^a*5»^+(-l)?««6'^=o. 

om n är jemnt, ooh af eqyationen : 

n-H n— 1 

(21) c^-8%(f^}?^s^or^h^- + (-1) * 5n-«a'6'^+(-l) ? 5«-ia6"~'=t>. 

om n är udda. 



i> Schlömilch, Theorie der Differenzen u. Summen, pag. 95. 

*> Hebt som forcgftende formler svftriigen kunna med nigon forde! användas för A höga n-värden. 
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Den förras rötter äro, som man ser, tili antalet n, numeriskt lika 2 och 2, och 
af motsatta tecken; den sednares n — 1, af samma beskaffenhet, och dessutom, i häa- 
delsc a anses säsom obekant, en = o. 

För öfrigt företc dessa eqvationer, likasom atskilliga af de följande, en anmärk- 
ningsvärd egenhet. Beteckna vi för ett ögonblick summorna af den förras a-rötters 
1_, 2_, 3_, . . . Ti-lediga producter med ^i, o-^, 0-3, ... . (r„, sä är nemligen 

«^1 = 0^^ = 0-3 = 0-5 = = (Tn^g = (r„_i, 



"-1 



n "1 



Att nagot egendomligt samband förefinnes mellan dessa eqvationers rötter och 
de n första heia talen, torde man alltsä kunna taga för gifvet. För att icke af- 
vika för langt frän värt ämne, hafva vi likväl tills vidare mäst lemna undersökningen 
af denna tvifvelsutan intressanta fraga derhän. 

2) Huru stört bör, under samma förutsättning som nyss, a eller b vara, för att 
'/l/'nb\ skall blifva lika med ett jemnt antal j? 

Eqvationerna blifva i detta fall: 

om n är jemnt, och 

n-H n— 1 

(23) s, o^-' 6- s-, oT-' 6'+ Ss a^-' b'- +(-!)! ^^n-2 a'6"-'+ (- 1) 'f s, 6"= 0, 

om n är udda. 
Den förras rötter äro tili antalet n — 2, numeriskt lika 2 och 2, och af motsatta 
tecken, samt en=o; den sednares 7i — 1, af dylik beskaffenhet, och dessutom, i fall ö 
anses säsom obekant, en = 0. 

3) I allmänhet: Huru stört bör a cller 6 vara, för att den ifrägavarande Arcus- 
tangens-summans Sinus och Cosinus skola stä tili hvarandra i ett uppgifvet förhäl- 
lande (^':l)? 

I händelse n är jemnt, behöfver man tili frägans besvarande blott solvera 
eqvationen : 

. s^ a'^-'b-Ss a"-'ft'4- + (- l)k-3a'&"~'+(- ifX-idf'-' 

eller 



?-i 



(24) ka^-s,a^-'b-ks,a"-'b'+s,ar-'b'+'--- +(-1)-. As„_2rt'6"-'+(-l)'s„_ia6"-'+ 

n 

+(- lf^s„6"= 0. 

>) En naturlig följd af den otnständigheten, att rütterna, äro numeriskt lika 2 och 2, och af motsatta tecken, 



Om deremot n är udda, blir vkv eqvatioa: 

Antages i dessa eqvatioiier — för enkelhets skull — b obekant och a positiv, 
sä har den förra lika mänga tecken-yariationer som permanenser, den sednare deremot 
en Variation mer, om k är positiv, en permanens mer i motsatt fall. Anledningen här- 

tili är lätt insedd. Emedan nemligen, da 6 växerfran — c» tili + oo , ^ successivt er- 
haller alla möjliga valörer frin — — tili + ^ ; sä mäste den tydligen, om n är jemnt, 
under sin tillväxt frän — ^ tili o^ passera igenom — punkter, der dess Sinus och Cosi- 
nus satisfiera det uppgifiia vilkoret — alldenstund inom hvarje half-peripheri alltid en 
och blott en sädan punkt finnes — och lika mänga under sin passage (rän o tili + — * 

Är deremot n udda och k positivt, sä mäste ^(ü^) under sin tillväxt frän o tili 

nit n+1 

+^passera igenom — x*" dylika punkter — alldenstund ibland n qvadranter, räknade frän 

n+1 
ät det positiva hallet,— 5- äro sä beskaffade, att de bägar, Seminom dem sluta, haf- 

n— 1 
va Sinus och Cosinus af samma tecken — och säledes blott -^ under sin passage frän 

— ^ tili 0. Är äter k negativt, sä blir förhällandet naturligtvis motsatt 

Den egenhet, som redan i 1) blifvit omnämnd, framträder här i vissa fall ännu 
tydligare. Antages t. ex. Ä:=6 = l, sä blir (24) 



2-1 



a°— Sia"-'— 52«''**+ 53«°"^+ • * • • +(— 1)' • Sn^i a*+(— ly.s^^i a+(~ 1)* ä„= 0, 
och säledes» om samma beteckning som i 1) användes. 



4) Hvilken valör bör b hafva för att Arctgi (i en gifven reel qvantitet) skall 

kunna utvecklas i en serie af samma form som ^/nb\ och med ett uppgifvet antal 

(n) termer? 

Man behöfver tili detta flndamäl blott uppsöka den nnmeriskt minsta af 6-t 
röttema tili (24) eller (25), allteftersom n är jemnt eller udda. Mot hvarje 6-valör, 

som «tisfierar den en. .Her ^dr. .f d«s. e<,™üoner. .«rar nebligen ett ^^^y »m 
^r = nägon ibland Arctg((Ä:)). Och emedan denna summas numeriska valör ökas eller 
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minskas samtidigt med 6, sä mäste ock mot det mimeriskt minsta 6, som uppfyller 
nyssnämnde vilkor, svara det nümeriskt minsta ♦i,„i,x » säledes just det, som är = den 

mimeriskt minsta ibland Arctg((Ä:)), d. ä. sjelfva Arctg^. 

Genom ett analogt resonnement finner man, att det värdo pä a, som erfordras 
för utvecklingen af en uppgifven Arctg k i en serie (med n termer) af formen ^^„i^x » är 
det nümeriskt största ibland dem, som satisfiera (24} eller (25). 

§ 5. 

Beräkningen af Tg S Arctg kortligen Tg ^^(h\ — är numera ej under- 

kastad nägra svärigheter. Likasom i § 1 erhällas relationerna: 

a + bi= a\ 1 + (-) (Cos Arctg — + i Sin Arctg - J 

2a + hi= 2a V 1 + (y) ^^^^ ^^^^g ö~ "*" ^ ^^^ Arctg ^) 

3a + hi = 3a V 1 + ( — ) (Cos Arctg — - + i Sin Arctg —J 

\ociy od od 

nd + bi — ndV 1 + ( — ^ (Cos Arctg — + i Sin Arctg — /» 

^ndy ^ nd ^nd'^ 

samt genom multiplication : 



n = l 

n r I 



i Sin S Arctg — > 



eller kortare: 

(27) P, [nd + hi) = r(n+l).a>i(Cos?l^ + ^ Sin9( ). 

Pä samma satt: 

(28) P„ {na-bi) = r(n+l).a"f ,(Cos?( _ e Sin^i ). 

V a / \ a / 

Genom addition och subtraction af (27) och (28) erhälles: 

(29) Pn {7id + 6z) + P^ (nd—bi) = 2 r(7i+l)a"f i. Cos?l , 

(30) P„ (na + bt) — P„(na— ft«) = 2r(n+l)a>i.i Sin^l , , 

Vna-' 
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samt ur dessa genom (ÜTision: 

^"^^^ ^^ (A)~ i P„(na+W) + P„(rw- 60 

Utan svärighet inses ock, att 

(32) P. (na+bi) = s^a'+Sn-icf^' bi + «_, a»"* (W)* + • • • • + «, o* (60°^ + «i « C^")""* + (W)", 
äfVensom att, om n är jemnt, 

(33) P. (na-60 =»n *»"- »«-i a°"* W +5„_, a»"» (6t)» + «, o* (60°"* - »i a (6t)"-* + (6t")», 

och säledes, efter insättniiig i (31), 

Qf ^_1 a^ia°-*6t+8^a°-'(6ty+g.-,a°-'(6ty + • • • • +g,a''(6t')°-'+ g.a(6t) °-* _ 
^ 8 ^(~) t' «.a"+ 5„_,a»-*(6i)*+«^a»-*(6t)*+ +Sia*(6t)"^+ (61)" 



i-i 



,„ ,. «„_ia»-*6-«„_8a»-»6*+«„_,a»-*6»- +(— l)*«,a»6"-»+ (— iy«ia6»-* 

(.34) = ^— r 

«.a--«._^"-V+«„_»ar^6*- +(—1)' Stc^b'^'H- 1)' 6» 

Om n är udda, sä blir deremot 

(35) P„ (na— 6t) = «„ a" - «_i a»-*6t+s^a*-»(6ty s^(6t)»-^+5ia(6t')»-»--(6t)», 

samt 

„ « ^1 8^icr-'bi+8,^.,ff^(bty+sn-t(f^ibty+ ••■■ +8^cbiT''+(hy 

^ (s) i ' ».a»+a^,a»-*(6t)»+«„_»a'^(6t)*+ +«,a''(6t)°-»+«ia(6t)' 

,,^. g> -ia°-*6-8.-aa"-'6'+g..-i/i'^6' +(-l)^g^6° -'+(- 1)~6' 

(.36; = nf i O 

«.a»-»,,^,a"-*5*+«„-4a"-'6*- +(-l) « .«,a*6»-*+(-l) * «106"-* 

Alltsä kortligen: 
a) n jemnt. 



hü 

">n— 1 



(34' ) Tg ?l(j,) ^ 



S (- 1)*««^-, . a-»^* 6»*+* 

Aap 

b) n udda, 
(36' ) Tg Zl.j^. _ X^o 



S (- 1) «n-lA. O»-«* 6»* 

A«o 

3 
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Ofriga användningar af dessa formler, likasom ock af de följande, äro sa full- 
komligt likartade med de i föregäende paragr. behandlade, att det ej torde vara nödigt 
ingä i nägon utförligare redogörelse derfön 



§ 6. 



ns u 



b — n 



Sf) VI 
Arctg • som pä 

n — n 0> 



D = 



samma vag erhällas, och tili hvilkas uppsökande vi nu öfvergä. 

Beteckna vi den ifrägavarande summan med <l b-iK och factoriellen 

(a+6i) (a+6 — 1 1) (a+& — 2 . . . (a+6 — n i) med n^ (a+6 — n i), sä finnes pä samma 

satt som förut, att 

(37) Tg^L^n, = l- n>->-6-ne)-n„(a-6-ne) . 

Beteckna vi vidare summorna af de 1_, 2_, 3_, . . . (n+l) -lediga producterna 
af qvantiteterna b, b — 1, b — 2, . . . b — n med @i, @2. @3i .... ©n+i, sä inses lätt, att 



(38) nXa+b— 7iO=a°+* + @ia"i + ©«a—'«' +•••• + Bn-iaY-'+Bnai^ + @„+ii"+\ 
samt att, om n är jemnt, 

(39) n„(a— &^«)=a"+'— eia"?'+@2a°-'e* @„_ia'i°-'+@„ai"— @„+ii"+V 

och säledes 

1 ®ia"i+S3rt"~'«''+Sr.a''"^«'+-- • +®„_,a^'"-'+S„+,i"+' 



„ 9f 1 (2)ia"i+®3rt 

■••g^^VI»— nN = -.* „ , 1 7:z TUT 



e2a"-y +04a''-Y+ •• • • +a„_äaV--+@x' 



i-i 



(40) 



Ar deremot n udda, sä blir 



samt 

1 @,a°/+@3a"~'t'+®5a"-^f+---- +S„_2aV--+S„m*" 



T 9f -■'^ <g>ia"i+g'3q i 



(42) 



rt>'+»_@,rt"-'+®4a''"' +(— l)~@„_ia''+(— l)""^@„+i 
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Med fä ord alltsä: 
a) n jemnt» 

S (-l/®.X+..a-'^ 
(40') Tg^^y * = « 



A-1 



b} n udda. 



S (-l/®^.a-»*+ 



n— 1 



Xts ^ 



(42') 



S(-l)*@.U..a-'^ 



X«o 



§7. 



nsB 



Beteekna vi slutligen S Arctg med »1/ b \^ och factoriellen 

(a+WXöt — 1+WXö— 2+6i).. .(a—n+W) med n^Ca — n+W), s& erh&Ues genom använ- 
dande af samma method, som vi förut begagnat: 

Lata vi här @u &t) @s»'* ' ^n+i betyda summoma af de 1^ 2^ 3-^....(^+l)— 
lediga producterna af qvantitetema a, a— 1, a— 2, — a— n, sä erh&lles likheten: 

(44) ^,(a-n+6^)=0n+l+ S«W+©^i(Wy+ ' • ' + @.(iO""'+®i(AO°+(W)"+*; 
samt, om n är jemnt: 

(45) n„(a-n-W>=@„+i— @„W+@„-i(&i)» @,(W)»-'+0i(W)"— W^^'; 

ocli säledes * 

„« ' _i e„6t+@,-t(60*+@,-4(6ty+'-+®«(6t)-'+8,(6i)'-'+(far+* _ 



2.-1 



, , ^. @,6-@n-^»+@.-46' +(—1)» ©46"-'+ (-1)» @,6?^»+(— 1)» 6»+^ 

(46) = 5 



i-i 



Ar äter n udda, sä blifVa v&ra uttryck de följande: 
(47) n.(a-n-W>=®.+,— S„K+@,_j(W)* +@,(6t)»-*-Si(K)°+(*»)"'''» 
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samt 



tM , __ 1. @,^^+®..-2(^'^y+@^-..(60■^+ • • • • +@5(6 /) "~^+©»(60°-^+ @,(6e)°. '^ 



11— I 



1)4- I 



n— t 



(48) __ @n6— @n^2^>'^@n-.l// +( — Ip @5&"-^-H (— l) ' @.3^ >" ~' + C— l) ' @i6' 



@n+l— @a-l&' + @u-36'— ••+(— 1)"^ 'ei6"-S + (_l)V@^6n--I+(_l)V6° 



AUtsä i korthet: 
a) 71 jemnt, 



1 -" 

^-2 



(46') 






A = o 



b) n udda, 



A = 



_ n_ I 



r48') 






A = o 



Utvecklingen af de i (43) förekommande factoriellerna kan ock verkställas pa 
ett annat satt, hvarigenom resultater erhällas, hvilka — ehuru mähända mindre an- 
vändbara för numerisk kalkyl tili följd af sin vidlyftighet — dock ej torde sakna intresse. 

Man kan nemligen sätta, om n är jemnt, 

(49) n^(a— 7^+6^Ha+6^7+'— 5,(a+&0"+52(a+6O"-' +5,_2(a+60^— 5n-i(a+&0* 

eller, om parenthesema i det sednare membrum bortskaffas, och resultatet ordnas efter 
de tilltagande digniteterna af bi (vi beteckna, som vanligt, binomial-coefficientema med 
riu na, rzg, etc.), 

(50) n„(a— ?i+60 = 



= a 



114. 1 



— Sta 



n 



+ S2a 



n — 1 






2 



+(72+1), a" 



.n 1 



— rii Sia 



— 2i s^^ia 

+ 1| -^n 



bi-h (n+l)^«"-' 

+ (71-1)252«"—'^ 



(biy+- +(n+l)^a 
- n^Si 



(60"+Oi+l)n+.(feO"-^' 



- 22 5"-* 



"^ Betydelsen af «,, .Vj, ^3, • . «u är naturligtvis här dcnsanima som i §§ 2 — 5. 
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its n ifcs: n 

= n.(a-n) + «. S (-1/(^ + 1)1«.-/»« + W S (-l/(i* + l)»«.-/ta +•• 

^sO fixl 

eller kortare: 



(51) n„(a-n+K)=n„(a-n) + S 6z+ S (6z7+- • •• + S (W)"-'+ S (6^)-+ S (W)°+\ 

1 2 n— 1 n '^4'^ 

d& nemligen med S forst&s IS C~~l) Cf^ + ljt^n-ftä 

Pä samma satt erhilles: 

(52) n„(a-n~«)=n.(a-n)-SW + S(6z)* S(W)^*+ S(6t)»— S (W)»+» 

och s&ledes ^ S W + S (W)' + S («)»+•••• + S (6»)°-*+ S («)»-*+ S (W)"+' 
"^8 *^(; Jl.)" T nn(a-n)+S (4*+ S(i»r+- ••+ S (60°-^+ S (&0°~'+ S (W)'"' 
S6-S6*+S6»— +(-l)~»S6»-» + (-l)^"' S 6-» + {— if S 6»+^ 

115 1H-8 n-l »4.1 



^t-r+1 



(53) = 



" -t » 



n.(a-n)- Sd»+S6*- + (-1)» 86«^+ (- 1)* S 6»^+(— 1)»S 6' 



S(-i)* s i^*' 



x-> 



X=o 



«A,+j 



»0 «StA 



A.2. 



njia-n) + , S*(-l)^ S 6«* n„ (a-n) + ^ SV-l)^ S (-l^M + Owl^^-mO^'^-^'X 

Aci j^ Asi /»atAr-1 "^ 

Ar deremot n udda, sä blir 
(54) n„(a -n + W)=(a + W)°+'— Äi(a + UT + «,(a+6i)°-' 5«-2(a+W)'+««-i(a+ftO*- 

(60°+(n+l)n+,(W)-+* 



= a-+' 


+(n+l) , a' 


W+ (n+l),«""' 


(60' + • 


+(n+l)na 


— s,o" 


— n, «la"— ' 


- n, «,0^* 




- »Ml 


+ «aa°-' 


+(n— l)i«aa°~' 


+ (»-l)a«aa"-' 






+ «o-lfl* 


+ 2, »„.,a 


+ 2, «„_, 






— «„a 


- ll «n 









14 






= U^(a—n)-hbi S (—1) .(^^ + 1)1^11-/4 a +(biy S (—1) .C'"+l)2'?n-;Aa +• •+ 

fl = n— 2 fl S n— 1 

= UJa-n') + Sbi + SCbiy + + S (60"''- S(fei)°+ S (60"+', 

1 2 n— 1 n n + l 

da nemligen här med S förstus ^ (—1) (a* + l)r ^«-/t a 

^«r— 1 

Likasä erhälles: 

(55) n,ia-n—bi)=n,{a-7i) — Sbi+S(biy 4- s (biy-'-scbi)'' + S (60"^'; 

12 n-1 n n + 1 

och slutligen: 

, S 6^ + S {bif + S {bif +••••+ S {biT-" + S (60"-' + S (6^)" 

^ (^) ~ ^* n,(,a-n)+S{biy+S<ibiy+----+S{bir-'+SibiT-'+S {biT+'~ 

2 4 n— 3 n— 1 n-^-l 

Sb-Sb'+Sb' +(— l)'"^S6"-^+(— 1)'^S6"-M-1)~S&" 

^f'p\ J 3 5 n— 4 n— 2 n 

i^Ob^ — u^l n— 1 n + 1 



n„(a-n)— S6'+S6*-+(-l)~5-S6"-»+(— 1) ' S6''-^+(-l) ^ S6"+* 

2 4 n— 3 n— 1 u + 1 



2 , , ".2 '^ 



s (-i/s 6^^+' s (-i)Y s (-ir^\f^+iu+.s^-^a'^'^y^^' 

= 2X+1 >. = /' = 2A. 



n„(a-n)+ S (-1)^86^^ n„(a-n)+ Ä (-l)Y S (-ir+\(^+lV„_X-^^+^ö*^ 

;ts:i 2A A = l ^s2A-l 



§ 8. 

För värden pä b, numcriskt ^ er, gälla följande utvecklingar : 

Arctg -= — 0^-^+ T (-^ —^ (-) + 

6 h 1/- 6 n' 1/- 6 V 1/^ '-' \' 
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b b l^ÄN» 1/6n' 1/^äV 



. 6 b l/iN'.l/^V 1/*V 

^na na 3 ^na^ 5 ^na-^ 7 ^na'^ 

Genom addering af de vertikala radema erMlles: 



Läter man nu i den för alla positiva /t-valörer städse gällande formein 

(58) fVl^dx^- 

;t successivt betyda a, 2a, 3a, • . • na, och summerar resultatema; sä finnes, med vilkor 
att a är positivt: 

Asi 

Differentieras (58) m ganger i afseende pä Mi s& erhälles den bekanta formein : 

(60) / " f/'^, dx = -i-. 

^ ^ -^0 r(m+l) fi~+* 

Och om man med denna förfar p& samma satt som näst ofvanför med (58), sa 
erh&Ues : 

der med m förstäs hvilket helt tal som holst. 

r 

Insättas nu dessa int^raler i (57), sa blir resultatet: 






ü) «"-1 a-'o r(3) «"-1 ^ s-'o r(5) e"-i 

hvaraf slutligen erhälles: 
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eller 

hvilka bäda formler säledes gälla under den förutsättning, att a är > o, ätminstone om 
h' är < a\ 

Insättcr man i dessa formler 1 i stallet für a, och - för 6, sä erhälles 

a 

bxi bxl 



/xT^ r^l— e-"e» -e ^ dx 



ft^. / ^^.-KN» ätminstone för b^^d\ 



Använda vi deremot tili de harmoniska seriernas summering integralema: 



(63) f'x^-'dx=\ 



it 

■ (At>0), 



(64) r^^dr^^dx = (-l)"--! 



r(m+l) "^ ^ /*■"+' 

af hvilka den sednarc erhälles ur den förra pä samma satt som (60) ur (58), sä blifva 
vära resultater: 



(III) / 



X • . • -- — 

1—0?* 2^ Ix 



^0 \—x 2i Ix / (— ) 

1 Vna./ 



och 



bf.lx bi.lx 



•^0 1 — 0? 

^ 1 X 



2i TÖJ' 

bl __ _bl 

XU — X ^ dx 



^=) = <n^(b^<a^). 



2^• Ix ~ *'f±^ 

b.l 



/ '. dx = 



ir 



§». 



Likasa gälla, under den förutsättningen, alt b icke är Dumeriskt större an nä- 
gon af qyantitetema o, a— 1, a— 2, .... a^n^ följande utvecklingar : 



* • . . 






. • • • • 



°a — n a— n 3 ^a — n^ 5 ^a — n-^ 
S&ledes är ock 

Och genom ett fullkomligt analogt fbrfarande med det, vi i föregaende paragr. 

användt — i det man nemligen i (58) och (60) successiyt insätter a, a — 1, a — 2, 

a — n i stallet för ft — , erhällas följande resultater: 

(V) r;_i::£^i^6^--e-- dar 

*' 1— e' 



2t 
!_«(»+»)« Sinbx 






Skrifves deremot (65) salunda: 



och om man i (68) och (60) successivt insätterr» -r-» -r— » • • ''"^ ^ stallet för m, sa 
far man pä samma satt som förut: 



(VI) / .- 



(«+!)?- 



b • • - 



1 — e^ 



^ „ l-c<»+«r Sin« 



i X 

1— e* 




6*< (a— n)* 

och 

antingen 6>o, a>n 
eller 6 och a n^ativa. 
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Utan svärighet inses nu ock, huru man genom användning af (63) och C^-*) 
erhäller : 

\a— 11-' 



(VII) 



(VIII) 



^ X ~x 



bl _— bi • 






rf,f 



2i /a- 



1 ,_, .r"^^-l Sin (6Ir) 






Ix 



• iL 



V 



f. 



n-H 



e''^^ — e-''^"" 



11 -n 
X ^ ' 

n + l 



■A' 



n 
b 



2i 







n + l 



— */ u-f-l n 



Sin(/x) 



X 



'X' 



Ix 



dx 
Ix 



r'J-' ^^ ' —1 .7/— c^'-^ cZx 

■Ix . --; • . 

^ b _.a;b ^^ ^^ 



. d: 



%\ 



(— ) 



ft* ^ (a-n)* 

och 

antingen a>n, b>o 
eller a och 6 negativa. 



Integralema 



(67) 



(68) 



§ 10. 



ye ^''. Sin qx, dx = -«- — , 
pW 



ye P''. Cos ^x. dx = — -— ^ 
P" + / 

gälla, säsom bekant är, för hvilka positiva p-valörer och hvilka rcella g'-valörer som helst. 



Genom den förras multiplicering med dp och integrering mellan gränserna o och jo, 
erhäiles den bekanta: 



(69) 



— PX 



— - — • Sin qx. dx = Arctg -» {p>o) 

Q X -*■ q 



gällande för bade positiva och negativa (^-valörer, men ej för q = o. 

Läter man i denna formel q successivt betyda a, 2a, 3a . . . . na, ochj9vara = 6, 
samt adderar de pä detta satt erhällna likheter, sä blir resultatet: 
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— - — (Sin (Zx + Sin 2ax + Sin 3ax + + Sin noa?). dx = 

_ X 



1) 



=/■ 



r-bz 



X 



2 2 , gr 

• ax= ^/h\ 

ax \^J 



ax) 

Siny 
gällande för hyarje b> o, blott a icke &f = o. 

Pä alldeles samma satt erh&Uas genomföljande substitutioner de respintegralema: 

1) p=b; q=a, a— 1, a — 2, .... a— w, (ingen = o): 

rl— ^~** 
— ^^ — [Sin ax + Sin (a— l)a? + Sin (a — 2)x + • • + Sin (a — n)x] dx = 



(X) 






g^(2a-n)x^ S^ (n+l> 



Sin - ^" 



„V , a a— 1 a— 2 a— n ,. ,, 

2) 2)=1; 5=^. -j-t -j-f — ^, (iiigeii = o): 

y^l^ (Sin^+Sin^^+Sin^5i=^+ + Siii^^> dx = 





(XI) 



=/ i^ 26__ 26_. ^^5( 



^"^26 



i^y 



3) J=a; ^=6, 26, .%.... wJ: 



/ 



'Sin Od; 



o; 



n 



1— g-*' 



1— «-"■« Sin a« 






o; 



• dx = vl/nb\ ; 



Callteftersom a är > eller < o) 
s&ledes efter ett par öf verflyttningar : 

Jemför den härmed fullkomligt identiska (I), som dock bliMt deducerad under 
förbehill, att 6* > o*. 



^> Se t ex. Eytelwein, Grandlehren der höheren Analysis, B. 1, pig. 451 
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4) q = a; p = b, b — 1, 6 — 2, , h—n: 



y'^' Sin ax 
X 



och saledcs 



11 + 1—e 






dx 



- 2 Jo 1 — 



(n + l)x 



Sin a. 



1* 



.X 



.dx^'ä 



e" X 

(allteftersom a är > ellcr < o) 



c^o- 






:_,,, 1 — /" + ^^^ Sin ax , (72 + 1 )7r 

• dx = + -^^ — — ^^ 



a; 



5 



. , ö 6—1 6—2 
) 5=1; 2>=-' ' 



6 — n 



••••••• 



a 



(XIV) 



f: 



'_h_x \ ^'^""^^^^ 






• ^i^-j.f=?( 



1— c 



iC 



(— ) 



b> n, a> 

cller 

a och 6 negativa 



Jemför (V) och (VI) med dessa (XIII) och (XIV). 



Integreras deremot (68), multiplicerad med dq, mellan gränserna o och q. 
sä erhälles: 



(70) 







Sin qx 



X 



• dx = Arctg - ' (/> > o). 



i^ 



Substituerar man här a för />, och i stallet för q successivt 6, 26, 36, . 
och adderar, sä fär man: 



nlu 



A-"'^ (Sin bx + Sin 26x + Sin 36x + 

•/ 



+ Sin 726t) — = 

X 



(XV) 



.OD 

— ax 






^, (72 + l)6x ^. 726a: 

om • om — 



o. bx 
X, om " 



• cZj: = Vl/nb\ (a>o). 



Substitutionen 



gifver 



2^ = ci; q = by 6 — 1, 6—2, 



6 — 72 



r^-*^ [Sin 6x + Sin (6— 1> + Sin (6-2k + 

^ 



+ Sin ib—n)x] -^ 



(XVI) 



„ fem ^ bin ^ 

./e- 2 L_^^^5( _ (a>o) 
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Läasä 



6 6—1 6—2 b—n 
ö = l; a=-» » f 

^ a a a a 



(XVII) y^.- — ^ ^ ^^ rfo: = sr 

rc. Sin — — * 

2a 

Afven kan man, genom substitutionema : 

/? = 6, 26, 36, .... n6; q = a, 
2? = 6, 6 — 1, 6 — 2, .••.6— n; g' = a, 
6 6—1 6—2 b—n 

a a a a ^ 

änyo erhälla formlerna (Xu), (XIII) och (XIV). 



sa blir 



eller 



§ u. 

Satter man i (67) 

l)i> = l;g=— » 

na y^ 

ß-' Sin 5^. cir = 2^ !^_ 

V y y \nay 



i 



— • oin — • dx = 

n 4/ 0/ 



na 



y y 



hvaraf 



1+ 






/!X V* ^T' ''^*''^" * i"^"*^^"^*^ T ^*^^^- 



Läter man här n vara successivt ==1, 2, 3, • • . n, och adderar de s&lunda erhall- 
na likhetema, sä Uür 

(XVm) / A"*- ^^^^^ ^ rfx.dy = W,^. (6>o). 

^ 2y 

6 ' 
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Genom ett analogt förfarande kunna förmedclst följande substitutioner de mot- 



svarande integralerna crhallas. 



2) p = h q = 



a — n 

y 



, ^. [a—n)x 



ye *. Sin 
Ü 



• dx = 



a — n 



1/ 



a — n 



y 



^ 3/ / \/nr_/»l/ 



y 



a — n 



" ''*e-=' „. {a—n)x 



f f — • Sin 



(XIX) 



(XXI) 



y 



y 



dx. dii=±"-- Arctg — ^ = Arctg ^-j:^ (6 > o); 



2 



a — n 






3) p^ny, q = a: 



„. (2« — ii)x „, (n+VSx 
oin T bin - 



2'/ 



2y 



JT 



2y 



dx. dy = Vl/a-ny 



/ e "*''. Sin ax (Zo; = -= — 7 — rj = » • 

-^0 a^+{nyy j^(".'/\ 



r-) 

^ a ' 



fjne -''^ Sin ax dx dy = Arctg ^ ['^ ^^ > ^ J ' 

(XX) /r sm^-. n^-^-";-(ji±i)gr!i±i j... j^ = ?r.„; 



a icke = o, 
6> 



4) p = — • - — 



a 



; q=l: 



>0D nxv 



/e * Sin ^ cZo? = — - — :, 



a 



nxv 
»b ^»^. ^•- 



y y Sin X dx dy = Arctg — (— positiv) • 



(n -f Dxy nxy 

'^ ^*Sin X ne ^^~— (n+l)t>~ "»" +1 



JqJo ^ 



ae 



{e-'^-lf 



dx dy = ^l/nbx (— positiv) 



^^ Angäende den formel, efter hvilkcn denna summering blifvit gjord, och af hvilken vi äfven här 
ncdan komma att flere ganger güra bruk, se Eytelwein, Grundiehren der höheren Analysis, B. 1, pag. 432- 
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B) p—n; q=-: 

y 

a ^ 



y 



rr 



"'-(p) i-(?) 



,— nx 



b-o***y Sm^<Za?dy=±~Arctg^ = Arctg5 C*>o). 



nö 



om — 



(xxn) 



rr y. 



n^ 



,-(n + l)x 



Cn+l>-""'+l 



nn-b)xy^ Sin oo? da? = -r-i=7i^ 



dx dy ^ ^(±\ Q) > o). 



1 

a 



[(6-n)y]' 



1+ 



Q>—nyy 



a 



f fjj>-ny^^\ Sixiaxdxdy = Arctg ^— ^ (6 > n). 



axm) y:x-§^ [^. ^^^ 



— 1 ^ n«<»+'^— (n+l)«»»'+l 



(e-^ 



— TT» J ax tfy = »l/b-n\(o>n). 



a 



7)p = b-n; q=-: 



a 



ß 



<a-b). Q. a«. , : y 



. Sin — • dx = 

y 



y 

a 



M'^g 



1+ 



(6— n> 



ii(ft>n). 



a 



i — n 



rr^^=^ Sin ^. d.dy=±^-Ar^=i=Arctg^. 
♦'i-'oy y 2 ^o *6— n 



Sin 



/^^x,rx rr y L «^'+"'—1 ^ n«^"+'^— (n+i)«"+ii , j gr /i. X 

8) p= fc!^; g= 1: 



y-»»' 
/ 



(a— b)xr 



e * Sin xdx = 



1+ 



ih—nyy 
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i /-»» 






h — n 



(n — 1> rv 



0-^0 a 



e * .Sin.rc/./(/// = x\rctg 



h — n 



a 



(XXV) fX 



Sin .r 

bxy 

ae » 



6. 



XV 

/n + 11- -i 



nxv 



XV 



6=» — 1 



S „(?'" + ' a— 0)+l> '* +1 
a . 2r ^ 



X 

V 



(Lr dy = <l/h--ny 



eller 
a och & negativa. 

o 



9) p = na; q = y: 



y 



J e bin XV ax = — '' — - = — ^^ — ^ 







na 



ä (ö5 > o). 



..x -^ac 



/ / V£..e "" Sin xy dx chj = ^ — Arcts— = Arct^^-T^ (6 > o). 



2 '^na 



(XXVI) jj^ — ^^ ^_„7ZTy — d.du=\^ g;>o). 



10) p = n: q = -: 
'- ^ a 

y. y 

flr^ Sin -^ J.i' = -^^—2 = 



n^Vz 



a 






TT- e-"^ Sin "^ J.C ^^^ = ± J - Arctg — = Arctg ^ (6 > o). 



» •>« 



(XXVII) y;x 



bm 



a „e-(n+lU_(„^jy-n^^j 



ye 



{e---l) 



2 



C/X C/^ = ^l/na\ [b > O). 



1 1 \ ^^^ 1 

11) p= — ; ^ = 1: 

y 



05 n«ix 

^ ö ^ Sinx c?^ 



\yy 



^na^ 
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XX7-*''^S--*<'y=|-ArctgJ, = ib«gf [«j>4 






12) p = a — n; q^y: 

y 

^a — n-^ 



13) p== ; 5= 1: 



/ y V 

J e ^ . Sin J7 cte = 1 — = 



•• r*»/i— w (°-*)» 



^ y ^ ^a— n^ 









/«-". Sinnay i« - , ^ ^, = ^ (a > o). 

OD OD 

(XXXI) // ae-^. 2 ^ ^ « ,«[ y 



2G 



^ ^ a 



^ a 



a 



nh 



T,' 



/ / — ' Sin ^^ • dx dy= ± - — Arctg — = Arctg -7 {h>o) 
J hJ Q y a 2 ^ a ^ nh 



(XXXII) 



•^ b »^ 



Sin ^ , ^ "^ ^ Sin— ^ 

dxdij= ^\(^\ 



y. Sin - - 
•^ 2a 



(h > 0), 



a 



16) p=p q=n: 



ny 



lOc ax 



ß y Sin nx dx = 



n 



a 



2 










i^r-j[) 






fX-^' " Sin«.:JxuZy = ^-Arctg^ = Arctg^ [^}>o]. 



(XXXIII) 



„. (71 +1).?.' o- "•^' 

--» _» Sm— ^ — Sm- 

ae y . dx dy = <lf±\ UA> o\. 






X 



y • Sin - 



17) 2^ = a; q = (J)—n)y: 



f^e-. Sin (6-n) xy dx = ^^r^f^l^^^ 



._ (^—^0// _ 



Q)—7i)y 



a 



1 + 



(J)—n)y 



a 



(«> 0). 



h — n 



J J Sin (6— n) xy dx dy = - — Arctg = Arctg^ (6 icke =72) 



OD /-feOD 



(XXXIV) f f 



ae 



— ax 



„. (26—71)0-?/ „. (n+l).77/ 



y. Sin 



xy 



dx dy = 



Vb— 11/ 



a>o, 
h icke = 0, 1, 2, 3, ...;} 
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a 



18) p = -; q = b—n: 



(6~n).y^ 



>« az 



fe-y.Smib-n)xdx== 



h—n 



a 



M'+O 



1 + 



(fe-n)y ? 



/X?' " ^^ ^*~"^ d^ tZy = r _ Arctg -^ = Arctg ^[j ,^te =n ] 



(XXXV) /*/ 



OD az 

ae 7 • 



1^0 



g.^(26-n)x^ S ^Cn+l)x 



y-'Siny 



rfardy = ^^ iL) Ift icke=o, 1,2, 3,...n]. 



§1». 

Genom en dylik behandling af formeln (68) erhälles en nj följd af integraler. 
Som förfaringssättet i intet afriker frän det i fdregaende paragr. iakttagna, torde det 
Tara nog att endast anföra resultatema. 

(XXXVI) ff^ ^^ ^-'"^ 



b •'0 



y 



e'' 



(XXXVII) r r 



_nxy 

Cosa: 1' — e • 



b «^ 



e^ — 1 



■-^ dx dt/= ^(±\ {f>>o) (genom Substitut p=ny; q=a). 



.a Cos — 



(xxxvnD/fTT-T-^-ldr '^*°*(s)'^'>''^ 'j'""' *=y) 



(xxxK) XX ^ ^- *- <*y = «(-) G!>0 (p-^; j=i). 

(XL) /r 



oCosa« «<"+"■'— 1 



(XLI) fX^ 



e 

x»y 



- '^" Cosar «<" + *>T-l 

> -• — ■ - « 

bzy X7 



yö • « » 1 

.a Cos — 



— ; — • dxdy = ^/^»_\ (6>n) Cp=(6— n)y; q=ä). 

■"" 1 Vb— n/ 

C?^ dy = vl/_a 

Vh— 



) 



eller 
a och 5 negativa. 



(p=^i«=i). 



(XM) f^J^^^ ^^^- "i^ * = «(^) (i > n) O = 6-«,- , = p- 



2H 



. X 



(XLIII) J^ J^ —j ^ cLv dy =. »'La „X ( ^ ^ J 0> = — -; q = 1). 



(XLIV) r'rV-, C"+l) Cos r>.ry - n Cos(n+l\Hy-l_ J.r./y =?Lnux(«>o)0=a; ^7,y> 

^b^«, (« + l)Cos-^ 7zCos — 1 

(XLV) /y -. ^^ . d.vdy=%.M = hq==^)- 

(2 Sm ^) 



CT^ 1 0? + 1)COS?(X — »iCosO! + l).r — 1 , , «f ,fli X/' a N 

(XLvi) AX — • .. u-v ''"''^-'h.^,)(6 >'')(p=^;r=4 

y^*' (2 Sin 2) ^ 

,^^,^„, r**/^°° a (n+1) Cos n(7.r — nCos(n+l)rt,r — 1 , , Qf ^, ., , 

(XLVII)/^ 7o ^ ; ;r^^ '^•'" '^^ = <\-±)(h>o){p=y;q=na\ 

(2 Sin -) 

(n+1) Los n Cos 1 



(XLVIII)/ / -,-, 'f- :r^- dx dy = %.4b>o) (p=l: q=-)- 

2y 



ye- (2SinJ^r " '^' ' ' ^ 



(XLJX) j ^j ^ ' ^y 2 • y= 



(2 Sin f ) 

-Vl^b^A (a>o)(^=a; q=(b-n)y) 

(ö_n-l) Cos^-^"i^-(6-n) Cos^^^:^^ll^-iCos^-^±il^^(6+l)Co3^ 
OL) // ^ ^ ^^-, ^^ ^ ± .d,du= 



^) Beträflande den summationsformcl, af hvilken vi für erhällande af denna och de följande inle- 
gralerna gjort bruk, se Schlömilch, Theorie der DifTerenzen u. Summen, pag. 107. 
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,TTx r'r' 1 (ft-n-l) Cos {b-n)a^{b-n) Cos(6-n-l)a!-6 Co8(6+l)a;4-(6-H) Cos bx j j _ 
ClÄV) r*r* 1 (g-n-l) Cos(a-n)a?-(q~n) Cos(a-^--l)a?-a Cos(a+l)a?+(a+l) Cosaa? / ^ _ 



(2 Sin-) 



2 



= ^/E-n\ (6>o) (p=y; y=a-n). 



^oD ^00 ^ (a— n— IjCos ^^^ — (a— njCos aCos +(a+l)Cos— 

C2 Sin |) 



/«■ 



-«(^)(J>.)(p=l,,=?-^) 



bWVWUVW/vv'' — 



/ 
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Zur Theorie des Borchardhchen arithmetisch -geo- 
metrischen Mittels aus vier Elementen. 

Hierzu die Figurentafel I. 

(Von Herrn Karl Schering in Oöttingen.) 



llerr Borchardt hat in vorigem Jahre *) den Begriff des arithmetisch- 
geometrischen Mittels ans vier von einander unabhängigen Elementen in 
die Wissenschaft eingeführt und mit Hülfe der Theorie der hyperelliptischen 
Functionen eine Darstellung dieses Mittels durch eine zweigliedrige Deter- 
minante hyperelliptischer Integrale gegeben. 

In der vorliegenden Arbeit ist, unabhängig von den eben angegebenen 
Resultaten, gezeigt, dass sich aus einem Producte von (jambischen arith- 
metisch-geometrischen Mitteln, ein Mittel aus drei Elementen bilden lässt, 
dessen Algorithmus mit dem von Herrn Borchardt für vier Elemente auf- 
gestellten, in dem Falle, dass zwei derselben gleich sind, überein- 
stimmt. Die Darstellung dieses Mittels aus drei Elementen durch hyper- 
elliptische Integrale ist im Folgenden mit Benutzung einer von Jacobi 
gegebenen Reduction gewisser hyperelliptischer Integrale auf elliptische, 
und mit Hülfe der Theorie der /{temannschen Flächen abgeleitet. Die 
Construction dieser Flächen giebt zugleich Gelegenheit, die Periodicitäts- 
moduln dieser hyperelliptischen Integrale vollständig zu bestimmen und zu 
zeigen, dass .zwischen ihnen die von Riemann aufgestellten Relationen 
bestehen. 

Die abgeleitete Darstellung des Mittels aus drei Elementen erweist 
sich als eiji specieller Fall des oben erwähnten Borchardtochen Theorems. 
Mit Hülfe dieses Theorems und der /acoöischen Reduction ergiebt sich fenier, 
dass ein Mittel aus vier Elementen, wenn zwischen diesen eine gewisse Be- 
dingungsgleichung besteht, auf Mittel von zwei Elementen zurückgeführt 
werden kann. 

§.1. 

Es seien f^ (p, y; drei positive reelle Grössen, M.(/,(p) bezeichne 
das arithmetisch-geometrische Mittel aus f und (p, M(/, i^) das Mittel aus f 

^) Monatsberichte der Königlichen Akademie der WisBenscbaften zu Berlin vom 
Nov. 1876 und Febr. 1877. 

15» 
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und -ip, dann ist der Definition nach: 

Um in den Mitteln auf der rechten Seite wieder ein beiden geraein- 
sames Argument zu erhalten, multi))lit'iren wir die Argumente des erstereii 

Mittels mit 1 ^ , die des zweiten mit 1 y^ • Dann ergeben sich mir Hülfe von: 

M(a./, 6./) = M(a, 6\/, 
worin / eine reelle positive Grösse bedeutet, die folgenden Gleichungen: 

M(A»)=|j5l(-tt».,|.,^.). 

und hieraus: 

f }/(f\p 

Setzen wir (abweichend von der gewöhnlichen Bezeichnungsweise der Glieder 
des Algorithmus für ein Mittel aus zwei Elementen): 

so wird: 

f /•, 

Durch ein analoges Verfahren gelangt man zu der Gleichung: 

f, A 

wenn /i, 9:2, 1^2 ebenso von /", . cp,. w, abhängen, wie /■,, (f^, 1.", von /j 9-, f. 
Die fortgesetzte Anwendung dieser Schlussweise führt also zur Gleichung: 

7 fn A+. 

wenn 

/? ^^^ l.« ^^ O ... 
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und wenn die Abhängigkeit der Grössen /l,^,, ^n-m V>+i ^on f,, <pn, H 
durch die Gleichungen: 



'. 



A+l = ^fpn^n, 



(I.) ^P-^. = 2^VX' 



bestiinint wird. Den Wurzeln ist immer das positive Vorzeichen zu geben. 

§.2. 
Orenzwerth der Grössen fm, g>n, Vfn» 

Es bestehe zwischen f, y, tp die Ungleichheit: 
dann folgt aus: . 

da das arithmetische Mittel zweier Quantitäten grösser ist als das geo- 
metrische, zunächst: 

A < Vi- 

Femer ist: 



= -^\yy^-f\\yy-M, 



und nach der Voranssetznng : 

demnach auch: 

(pi<:tpi. 

Also die Ungleichheit f<i(p<iy^ zieht die andere: /i<CVi<CV^i nach sich. 
Aus dieser folgt analog: 

A < V2 < V^2 

und allgemein: 
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Die ihrer Grösse iiacli geordnete Reihenfolge der Quantitäten f„ , (p„ . i/'« 
bleibt also unter der Voraussetzung f<i(p<i^p für jeden Index n ungeändert. 
Aus den Gleichuiiiren 



tu + Cpn ! n^n • fn + (fn 

<fn,X ^ ^ \ fn ^ __ 1 ._ 



V'/i+i 



2" \ fn _ "2 



in Verbindung mit den, aus f„ < y„ < V^n folgenden, Ungleichheiten : 



oder: 



H^-"-«^,„ ^+/-"<CVn 






ergiebt sich: 



(fn i I 
fn 



+ 1 



1 <; ^i'±i 



A 



+1 






ebenso folgt: 



1 < -^"''---<.(p^y<:(^;-y 

^ fn + l ^ \ \n ^ 



fn-^2 

und allgemein, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet: 



\nVm ^ In ^ 



1 <r' _^-±'!' 



im 



l 






Es ist für lim m = oc also : 



lim -?:-+ - = 1 . lim -^' i - = 1 

l n—m Jn f;// 

oder: 

lim/; = lim (/?„ ~ lim »/^, 

für lim /^ = oo. 
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Wir haben demnach: 

f ~ fn 

£^ i»^ abo^ wenn man: 

«a<fl/^ die Ftincfion F auch durch den obigen Algorithmus (I.) ihrem Werthe 
nach für vorgegebene f, V, '^ vollkommen bestimmt. Der Werth der-- 
selben ist der Orennwerth, dem sich die Grössen f^, tp^y y/^ mit wachsendem 
n nähern. 

Dieser Grenzwerth liegt im allgemeinen nicht innerhalb des grössten 
and kleinsten der Anfangswerthe ^ (p, xp; denn aus 

folgt znn&chst, wenn wieder 

f<i(p<:y^ 
vorausgesetzt wird: 

also liegt die kleinste Grösse der nächst höheren Ordnung zwischen den 
beiden grösseren der vorhergehenden Ordnung. 
Weiter ist: 



V,^.-A+. = -H^|/^-»^^ 



und 

es hängt also wesentlich von dem Verhältnisse ^ ab, ob: 
wird, und daher der oben bemerkte Fall eintritt Da aber: 

ist, so kann im allgemeinen erst für ein hinreichend grosses n 



sem. 



120 Ä'. Schering, arilhmetisch-geomelrisches Mittel aus tier Elementen. 

Die Art und Schnelligkeit der Annäherung- von /„, y„, xp^ an den 
Grenzwertli möge folgendes Beispiel zeigen, in welchem f„, y„, y, nach 
dem obigen Algorithmus (I.) berechnet sind, ,«„, v„ resp. 1.1' „, %'„ dagegen 
die arithmetischen und geometrischen Mittel aus ."„_i, »'„_i resp. (Wi,_i, i''„. , 
bedeuten. 

Beispiel: 

/•=! also: M(/- 9)) = M(1,1Ü0). M(/; ^0 = M (1,102), 

(p = 100 II = 1 ,"' = 1 

V' = 102 v=100 j'' = 102 

/•, = 100.99 

^1 = 510.03 ,«, = öO.ö ,«', = 51.5 

V, = 515.00 j', = 10 v', = 10,0997 

/; = 512.51 

(P2 = 689.89 .«, = 30.25 u, = 30.7999" 

V'3 = 692.15 V, = 22.4725 i'i = 22.8064 

/•j = 691,02 

</3 = 698.67 ,»,-26.3613 ,»3 = 26.8032 

V'3 = 698.83 V, = 26.0729 1-3 = 26.5039 

^ = 698.75 

(f, = 698.76 ,», = 26.2171 u', = 26,6536 

i/'4 = 698,76 r, = 26,2168 r, = 26,6532 

A = 698,76 II, = 26,21695 ,«; = 26,6534 

»5,U5 = 698,76. 

Demnach ist auf zwei Decimalstellen genau: 

h — <Pö = V's = 090, /b = ,»5,»5 = -. 



§.3. 

Die Differenzen der Quadrate von f„, ifn, »/',i in Verbindung mit dem Algorithmus. 

Die Darstellung der Grössen /"„, (/)„, i/^ ^^ureli die folgenden Glieder im 
Algorithmus, /^ji, </)„^i, Vn+i, also die Fortsetzung des Algorithmus (L) nach 
rückwärts, leitet auch hier, wie bei dem Algorithmus aus zwei Elementen 
zur Einführung der Differenzen der Quadrate. 



also: 
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Es ist nach (I.) pag. 117: 






Diesen Gleichungen kann man auch die Form geben: 

Av. = (.fpn+i+ffffpi+i-fi+iy, 

wenn c und 17 die positive oder negative Einheit bedeutet. Setzt man noch: 



(IL) . ^ 



so erg^ebt sich: 



* _ 1 J fnV>n'U<pn _ (^w+l + «•?..+ l)(V>.H-l + »?-g..+l) 



(III.) 9. = + r/%:f^ = ^-^^t:''^ ^ . /;.. 
Ferner wird gemäss (I.) und (IL): 

rn+l /n+l — ^n+I ^ \^ 2 — / ' 
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also: 






.+1-2 F /; ' 






In dem Algorithmus (IIL) sind die Grössen /"„, y„, ?/;„ als Functionen 
von /*„^i, (fn+ii V^n+i noch unbestimmt in Folge der Werthe von e und v 
Um nun auch den riickwärts gehenden Algorithmus von jeder Zweideutigkeit 
zu befreien, ist noch eine Bestimmung über diese Grössen zu treffen. Man 
stelle die Bedingung, dass, wie aus: 

die Ungleichheiten: 

folgen, so auch die Umkehrung dieses Schlusses gelte. 
Aus dem Algorithmus (IIL) folgt: 

7 n -I- 1 r * ♦ i'/H 1 / n ^ 1 

oder: 

Vn+1 "T 'y-ö^n+l \n^ I 

Mit Hülfe der Ungleichheiten: 

r/.i//„^i + (7^+i::>0, wenn 7? = ±1; ^.y,Hi + (>n+i ^^ 0, wenn f = ±1 

ergiebt sich, dass den eben gestellten Bedingungen nur genügt werden kann, 
wenn: 

?; = — 1 und f = — 1 
gesetzt wird. 

Es besteht dann auch die Ungleichheit: 

denn es ist dann: 

H^n — ^Pn = /n+l — ' ;r' ~P 
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aber ans 



A^.^ < y,+, < V^, 



'«+1 



folgt: 



oder: 



y«+i— P.+i > Vh+i -cy,+i 



9»+l — P»4-l -*^ Vn+1 ^'n+l 



also wird auch 

Es lautet demnach der vollständige Algorithmus: 
t/ ? » A /i/i — y-r* 



Aus diesem Algorithmus, wie aus der Definitionsgleichung 

f V, ^, ^) = mswti« 

folgen onmittelbar die Gleichungen: 

wenn ( eine reelle positive Grösse bedeutet, und ferner: 



§.4. 

Neuer Algorithmus aus den Grössen f«, «jp«, i//.. 
Bildet man das arithmetische und geometrische Mittel der beiden 
vertauschbaren Argumente y,^., und ^pn^.\^ ausgedrückt durch /«, y«, v^^, so 
erhält man nach leichten Umformungen wieder ein geometrisches und arith- 

16* 
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metisches Mittel zweier Grössen. In der That ist: 






(f'n.,t + %+, = — /;:--|Jy«^«U''</'.. + » i/^„)+/:,U>,.+ V'vOi 



Also: 

<^^->» "2/;.^r" " ^^21//; ^ + A-"2---;' 

Die obige Gleichung (1.) kann die Form annehmen: 

2 r / „ ^ 

Die rechten Seiten der Gleichungen (2.) und (8.) sind das arithmetische 
und das geometrische Mittel zweier Gri^ssen. Um auf der linken Seite 
dieselben Grössen mit um eine Einheit erhöhtem Index zu erhalten, addire 
man zu beiden Gleichungen: 

dann wird: 

(5.) (,-'»-;.+''*-.)' ^ s |'( ■";,!/- )-(''''-t'*-)'+^"- 

Setzen wir also : 

(IV.) -' , _ / •■ T" + »^v: ^■' 

)"«+' — V 2 / ' 
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SO ergiebt sich: 






K+2 = i>^ö«+i-*i,+i + 



2 



Um C.+2 als Function von a«+j, 6.+,, c„+, darzustellen, bilden wir die obige 
Gleichung (1^) mit um eine Einheit erhöhtem Index: 

- 2 '1 2/;+, ■*" 2 

dann wird mit Hülfe von (2.) und (3.): 
das ist: 



C1.+2 = il^c^+il/öi^i + Vin+i 

In derselben Weise, wie 0^4.2, 6„+2 7 ^«+2 von a.+i, ft.^i, 0^4.1 ab- 
hängen, sind wieder a^+j, 6^^,, c.^., von a«, 6«, c« abhängig, wie sich aus 
den obigen Gleichungen ergiebt, wenn darin (n— 1) statt n eingesetzt wird. 

Der Algorithmus der Grössen a^ b, c lautet demnach: 






2 



(V.) 



26.+I = Ya^b^ + c^, 



Aus den Gleichungen (IV.) 

^- - (, 2 >' ' 
c» = /ii+i 

sind umgekehrt die Grössen f^, y«, v^^ als Functionen von a«, 6«, c„ zu 
bestimmen. Es folgt unmittelbar mit Hülfe der Gleichungen (2.) resp. (3.), 
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wenn in diesen der Index um eine Einheit vermindert wird: 

a„+b„ /?,+/^4-i n+r^l 



2fn 2fn 



ferner : 






Hieraus ergiebt sich: 






worin : 



(T = +1. 



Wie diese Gleichungen zeigen, können die Grössen /),, y«, V'„ an- 
gesehen werden als Glieder in dem Algorithmus des arithmetisch- geo- 
metrischen Mittels aus zwei Elementen: Nimmt man ]^a„6„ als erstes niul 
c„ als zweites Element und bildet aus ihnen nach diesem Algorithmus die 
beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so erhält man ip^ und V'«- 

Nimmt man — '^ — - als erstes und c„ als zweites Element und bildet aus 

ihnen ebenfalls nach dem Algorithmus für ein Mittel aus zwei Elementen 
die beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so ist eins dieser Glieder 
gleich /;. 

§.5. 
Grenzwerth der Grössen a„, 6„, c„. 

Die aus dem Algorithmus (V.) folgenden Gleichungen: 

Q/ A \ (In+hn ,/~'a" cy^^dn — '^bn^ 

^(««+i-6«-ii) = — 2 ^"'' " "^ C 2 / 
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zeigen, dass ans der Yoranssetznng: 

a« > fr* > Cm 
die Ungleichheiten: 

nnd: 

2(a -c N ^ g«« + g.> . fl^ + c. 



^ Ol»— c« 

folgen. Hierans ergiebt sich also: 

lima, = lim 6, = limc. 
für 

lim« = oo. 

Stellen wir die Bedingung, dass aus 

folgen soll: 

A < y- < %, 
so wird in der ersten der Gleichungen (VI.) der Werth von ä bestimmt, 
denn ans der Identität: 

und der Ungleichheit: 



«•+*• , ,//' «« + *. * 



folgt: 

Es ist also: 

wenn: 

gesetzt wird. 

Unter der Voraussetzung a, > 6„ >> c, werden dann, wenn a„, 6„, c, 
positive reelle Grössen sind, auch /„, g>n, ypn positiv reell, ebenso wie aus 
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den Gleichungen (IV.) die Umkelirung dieser Schlussfolge als richtig sich 
ergiebt. 

Aus den Gleichungen (VI.) in Verl)indung mit den oben bewiesenen 
Gleichungen: 

lima„ == lim6„ = limc^, 

und 

lim/*,, = lim </)„ = lim ip'„ für lim n== oo, 

folgt ferner unmittelbar, dass auch: 

lim a„ = luafn = lim 6„ = lim y„ = lim c = lim ^p„ 

ist und: 

Fl/, V, V) = ^'-^^Z' '^^ = lim «,. = lim b„ = lim c,. 

Gemäss der einfachen Form des Algorithmus (V.) kann passend 
die Function F, als Function von a, 6, c angesehen, das arithmetisch- 
geometrische Mittel aus den drei lOlementen a, h, c genannt werden. Das 
im Algorithmus unsymmetrisch auftretende Element ist c. 

Der erhaltene Satz lässt sich so aussprechen: 

Aus drei positiven reellen Grössen a, 6, c, die der Ungleichheit a^ b^c 
genügen^ bilde man nach dem Algorithmus: 

2a, = ~2~^^' 

2bi = lab+c, 
2c, = (]a + l6)]/c 

drei Grössen a,. b,, Ci, und ebenso hieraus drei neue Grössen a>, 6o, C2, u. s. w. 
Bezeichnet man den Grenzwerth, dem sich diese drei Grössen bei fortgesetzter 
Anwendung desselben Algorithmus annähern, mit m(a, 6, c), so ist: 

wenn die Grössen /*„, (^„, xp,, für jeden Index n deßnirt sind durch die 
Gleichungen : 

an + bn ':( a„ + br, \' 



fn - 2 I V 2 J ^'" 



cf„ =^ ]a,,b„-]'a,,b„ — cl, 

ip^ = \a„b„ + \a„b„-c„. 
Das Zeichen M hat die bekannte Bedeutung des A. G. Mittels aus zwei Elementen. 
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Die Grössen f^, q)^, tp^ sind nicht die Glieder des Algorithmus eines Mittels 
aus sswei Elementen, sondern die Glieder des folgenden: 



2V',^, = (V;.+/;)|/-^. 



§.6. 
Darstellung der Function m durch elliptische Integrale. 

Durch ein Product elliptischer Integrale lässt sich m unmittelbar 
darstellen. 

Nach der bekannten CrotiMBchen Bezeichnung*) ist: 



ebenso : 



1 _ 2_ rr=r dT 

M(f,9>) ~ n J^ Vy^pcosr+ffBinr ' 



n 



demnach : 
1 






m(o, 6, c) MCf, ^p)M(f, V) 



n n 

dT 



_ _£ />» dT /^» 



^ JP9LcoBr+ fsrnr J ^^cosr+ffAnr 



Man erhält die Integrale in der bekannten algebraischen Form, wenn 
man berücksichtigt, dass: 

yV^cosr + Z^/^sinr = yyjl-(l--^)8inrj, 
so dass also: 

wird; oder, da: 

1 1 i 



M(f,g)) 



MO'i) ^' 



*) Gauss' Werke. Bd. III, pag. 352. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 2. 17 



130 A". Schering, arithmetisch-geometrisches Mittel aas vier Elementen. 

SO wird: 

1 2 r^^ (IT 



-f 



M(i, f) '^; |i_0_Jt)Bi„r' 

und, wenn man sin T^ = x setzt, so folgt : 



analog: 



i 



1 y^* ^/jT 



Führen wir die Jacobhche Bezeichiuingsweise ein, und setzen 



(p ^ xfj ' 



definiren die Grössen k und / durch die Gleicthungen; 

kk+h:k = \, ll+l't=^l, 
bezeichnen ferner mit K und L die ganzen elliptischen Integrale: 

./ Vx(\—x)(\-kkx) ' 

2L = f- 



\x{\ — x){\ — llx) 



so ist: 



. /f 5 . = L^ 



>'('. i) 






•«('.,) 



also: 



m{a,b,c) (p,xp yi/"^ f\ jj/^i f_ \ ^' T-^^ 

Die Analogie aher des ]\Iittels m (^a, 6^ c) mit einem Büttel aus zwei 
Pilementen, das durch das reelle ganze elliptische Integral erster Gattung 
darstellbar ist, zeigt sich deutlicher, wenn m durch die nächst höheren 
transcendenten Integrale, also durch die reellen ganzen hyperelliptischen 



Integrale erster Gattung dargestellt wird. 
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Dies ist mit HOlfe der folgenden /aco6tschen Reduction ausführbar: 

Jacobi hat im VIII. Bande dieses Journals (unter den : „Nachrichten 
von BUchem" pag. 416) eine Verallgemeinerung eines Legendre&chen 
Theorems*) über die ZurückfÜhrung gewisser immer endlich bleibender 
hyperelliptischer Integrale auf elliptische Integrale erster Gattung gegeben. 
Die von Jacobi dort aufgestellten Formeln enthalten den interessanten Satz : 

„Der reelle Theil, sowie der Factor des imaginären Theiles des 
Werthes eines elliptischen Integrals erster Gattung mit complexem Modul 
lassen sich je durch ein hyperelliptisches Integral ausdrücken, und es sind 
dies die zwei von einander linear unabhängigen hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung (nach der Riemann&chen Bezeichnungsweise)". 

Aus diesem Satze ergiebt sich dann, dass das eine dieser hyper- 
elliptischen Integrale durch die Summe zweier elliptischer Integrale, Ah% 
andere durch die Differenz derselben beiden elliptischen Integrale dar- 
stellbar ist. 

Eine weitere Ausdehnung dieses letzteren Theorems hat vor kurzem 
Herr Hermite gegeben**). Herr Hermite spricht das Theorem in folgen- 
der Weise aus (statt der dort angewandten Buchstaben a, b sind m, n ge- 
setzt, um hier durchgängig dieselbe Bezeichnungsweise beibehalten zu können) : 

,,Wenn 

R{s) = »(l-«)(l-mfia)(l-hm»)(l + iia) 
gesetzt wird, so erhält man durch die Substitution: 



^/- ^ (y+Qsiny ^,^ni. 

Vi -Äksinip' + 1^1— //siny* 



die Gleichungen: 



r^ dz k'+v { n_ df rv dtp i 

'/ VS(»y "" 2 \J Yi-ThkBiüfp^ J 7l-//giny' '' 

n zdt, _ (k'+py j r9 dq> r^ dq> 

Die Grössen k^ l, k\ t sind Functionen von m, n und definirt durch 



*) Legendre: Thtorie des fonctions elliptiqaes. IIP'»«* supplöment. §. XII. Paris 1832. 

**) Annales de la Soci^tö scientiiique de Bruxelles. T^'aDnäei 1876. 

«««^ In Folge eines Druckfehlers ist in diesem Journal Band VIII p. 416, wie in 
der Abhandlung von Hermite der Faetor sincjp im Zähler ausgelassen. 

17* 
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die Gleicluuiffeii : 



ö 



, ^ __ i —ynm p \~\- y um 



aus denen sich ergiebt: 



AÄ + ÄT-1, //+/T=1. 

Mit Hülfe dieser Transformation lassen sich die Werthe sämmtlicher zwischen 
zwei NuUwerthen von Riz) erstreckter hyperelliptischer Integrale durch 
ganze elliptische Integrale ausdriicken, wie entweder durch genaue Dis- 
cussion der Transformationsgleichung, oder mit Hülfe der Theorie der 
^iemann^aXxQw Flächen abzuleiten ist. Es soll im Folgenden das letztere 
geschehen, da eine solche Relation zwischen den zweiblättrigen Flächen 
elliptischer und hyperelliptischer Integrale, wie sie der obige Jacofcische 
Satz vermuthen lässt, vielleicht sonst nicht untersucht ist. Ausserdem wird 
uns die Theorie der Flächen mit Nothwendigkeit auf die Transformations- 
gleichung in ihrer allgemehisten Gestalt tiiliren. 

Um eine Fläche zu erlialten, in weh^her die Quadratwurzel einer ganzen 
rationalen Function eindeutig ist, sind die beiden Ulätter der Fläche längs 
Linien der Durclisetzung, die von einem Windungspunkte zu einem anderen 
führen, zu verbinden, d. h. es ist das untere Blatt, so wie das obere längs 
übereinanderliegender Linien, von einem Nullwerthe der ganzen rationalen 
Function zu ehiem aiulern, aufzusiOnu'iden, und dnini je ehi Rand des 
Schnittes im oberen Blatte mit einem Rande des S(*hnittes im unteren Blatte 
kreuzweise zu verbinden. Eine Linie der Durchsetzung, die in solcher 
Weise gebildet ist, soll eine yU^infache"^ heissen. 

Der Grad des Zusammenhangs der Flächen unterliegt folgenden 
Gesetzen : 

I. Ehie (w+l)-fach zusammenliängende Fläche (d. h. eine Fläche, 
in welcher sich höchstens n geschlossene Linien ziehen lassen, die weder 
einzeln noch zusammengenommen die vollständige Begrenzung eines Flächeu- 
stücks bilden) wird durch jeden Querschnitt (d. h. durch eine Linie, die von 
einem Punkte der Begrenzung der Fläche durch sie hindurch bis zu einem 
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anderen Begrenzungspunkte führt) in eine n-fach zusammenhängende ver- 
wandelt, wenn der Querschnitt die Fläche nicht zerstückelt*). 

Dieser Satz gestattet eine Umkehrung: 

II. Wird eine Fläche durch m verschiedene Querschnitte, deren 
keiner die Fläche zerstückelt, in eine n-fach zusammenhängende verwandelt, 
so war die ursprüngliche Fläche (ii+m)-fach zusammenhängend. 

Ferner werden die folgenden Sätze über die Zusammensetzung 
mehrerer Flächen Anwendung finden. 

in. Es seien F, F' zwei «- resp. m-fach zusammenhängende Flächen. 
Wenn diese längs {r+2) Linien, welche die etwa schon vorhandenen Durch- 
setzungslinien nicht berühren, so verbunden werden, dass (y+2) neue, ein- 
fache Durchsetzungslinien, nach der oben definirten Weise, entstehen, so 
erhält man eine (ii+fii+2y-M)-fach zusammenhängende Fläche. 

Beweis: Der Grad des Zusammenhangs der neu entstehenden Fläche, 
F+F', so fceit er von den (^+2) durch die Verbindung von F und F' ge- 
bildeten einfachen Durchsetzungslinien abhängt, ist derselbe, wie der einer 
zweiblättrigen Fläche mit (y + 2) Durchsetzungslinien. Denn in einer solchen 
zweiblättrigen Fläche sind diese {v + 2) Linien der Durchsetzung sämmtlich 
einfache. Ist die Anzahl derselben zwei, wie in der Fläche eines elliptischen 
Integrals, so sind bekanntlich zwei Querschnitte nöthig, um die Fläche in 
eine einfach zusammenhängende zu verwandeln, jede weitere Linie der 
Durchsetzung erfordert weitere zwei Querschnitte, allgemein, wenn die An- 
zahl der Durchsetzungslinien (y + 2) ist, so wird die Fläche durch (2v+2) 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Werden also 
in unserer Fläche (F+F^) diese (2^+2) Querschnitte gezogen, so erhalten 
wir eine Fläche, zu derem Zusammenhangs-Grade die {y+2) Durchsetzungs- 
linien keinen Beitrag mehr liefern. In der Fläche lassen sich aber noch, 
da Fn-fach, F' m-fach zusammenhängend war, («— l)4-(m— 1) geschlossene 
Curven ziehen, die ein Flächenstück noch nicht vollkommen begrenzen. 
Diese Fläche mit den (2v+2) Querschnitten ist also noch |(fi— l) + (m~l)+l|- 
fach zusammenhängend. Also ist nach 11. die ursprüngliche Fläche {F+F^) 
ohne die (2v + 2) Querschnitte 2i'-f-2 + (ii-l) + (fii-l) + l = (»-f-m + 2v+l)- 
fach zusammenhängend. 

IV. Sind zwei begrenzte Flächen F, F\ «- resp. m-fach zusammen- 



*) At«maiiR: Theorie der ^Ae/scben Fanctionen. Dieses Journal. 1857. Bd. 54. 
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liängeiid, und werden sie längs eines Tlieiles ihrer Begrenzung aneinander 
gelegt, so entsteht eine (w + w — l )-taeh zusammenhängende Fläche, wenn 
längs des gemeinsamen Theils der Begrenzung die Flächen mit einander 
verbunden werden. 

Beweis: Es seien in F die (/?— 1\ in F' die (w— 1) Curven ge- 
zogen, die kein FlächenstU(*k vollkommen begrenzen gemäss der Voraus- 
setzung, so muss jede weitere gesc-hlossene Curve, die nicht durch die ent- 
standene Verbindungsstelle der beiden Flächen geht, entweder in F oder in 
F' die vollständige Begrenzung eines Flächentheils bilden, ebenfalls nach 
der Voraussetzung. Geht eine geschlossene Curve a durch die Verbindungs- 
stelle, so muss sie, da sie geschlossen sein soll, jedenfalls eine gerade An- 
zahl Male hindurchgehen. !Sie lässt sich also durch Linien, die in der Ver- 
bindungsstelle von einem Punkte der Curve a bis zu einem andern gezog-eu 
Averden, in geschlossene Linien zerlegen, die theils in F, theils in F' liegen. 
Diese müssen also, da in F schon {n—1) Curven, in F' (//j— 1) Curven ge- 
zogen sind, ein FlächenstU<*k vollständig begrenzen, also muss auch die 
Curve a dieselbe Eigenscliaft haben. Es ergiebt sich daher, dass ausser den 
(w— l)+(7/i— 1) Curven eine jede andere mit diesen einen Theil der Fläche 
vollkommen umschliesst, d. h. die Flä(*he ist: {?i — l) + (?n—l)+l ={n + m—l)- 
fach zusammenhängend. 

üer Satz IV. lässt sich verallgemeinern: 

V. Wird unter denselben Voraussetzungen wie in IV. eine Be- 
UTenzmmslinie von F an r verschiedenen Stellen einer uiul derselben Be- 
grenzungslinie von F' angelegt, so entsteht eine (w + ''i + ^--2)-fach zu- 
sammenhängende Fläche. 

Beweis: Fällt eine Begrenzungslinie von F mit einer Begrenzung 
von F' an zwei verschiedenen Stellen zusammen, so entsteht ein ge- 
schlossenes Gebiet A^ das ni(;ht zur Fläche gehch't. Ausser den ge- 
schlossenen Curven: (w — 1) iu F, (m— 1) in F' können wir also noch eine 
Curve «1 ziehen, nämlich um dieses Gebiet A, so dass kein FlächenstUck 
durch a, vollständig begrenzt wird. Von jeder weiteren geschlossenen Curve 
aber lässt sich, wenn sie nur durch eine der beiden Verbindungsstelleu hin- 
durchgeht, genau wie in Satz IV. zeigen, dass sie ein FlächenstUck voll- 
kommen begrenzt, eventuell mit Hinzuziehung der schon gezogenen Curven. 
Geht eine geschlossene Curve um das Gel)iet yi herum, so umschliesst sie 
mit Hülfe von a^ ein Flächenstück. Es ersieht sich also: ausser den 
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(»— l) + (m— 1)+1 = ii+m— 1 Curven umschliesst jede andere geschlossene 
Cnrve vollständig ein Flächenstück; d. h. die Fläche ist n+m = (ft+m+2— 2V 
fach zusammenhängend. Ist die Anzahl der Verbindungsstellen der beiden 
Flächen längs derselben Begrenzungslinien gleich 3, so entstehen zwei 
geschlossene Gebiete, die nicht zur Fläche gehören. Es können also ausser 
den (n—l+w—l) Curven noch zwei gezogen werden, die ein Flächenstück 
nicht umschliessen. Dieselbe Schlussweise wie oben zeigt, dass keine 
weitere Curve möglich ist, die diese Eigenschaft hat, demnach ist die Fläche 
«—1+111—1 + 2 + 1 =(» +m+ 3— 2)-fach zusammenhängend. Dies fortgesetzt, 
führt zu dem Satze V. 

§.8. 
Constmction einer Fläche, in der zwei elliptische Integrale mit verschiedenen Moduln 

eindeutig und stetig sind. 

Der Werth des elliptischen Integrals: 

dx 



r 



ist eine eindeutige und stetige Function des Ortes in einer zweiblättrigen 
Riemaniischen Fläche, in welcher die beiden Blätter in einfachen Linien 
der Durchsetzung von dem Punkte a? = oo bis x = Q und von a: = 1 bis 

1 1 

X = -TV- verbunden sind. Um die Punkte a: = 1 und x = -tt- ist ein Quer- 
schnitt ganz im oberen Blatte verlaufend gezogen, ein zweiter um die Punkte 
a?==0 und a:=l, theils im oberen, theils im unteren Blatte verlaufend. 
Ohne die Lage der Durchsetzungslinien zu ändern lege man diese zwei- 
blätterige Fläche zweimal auf einander, so dass man vier Blätter I, II, 
in, IV erhält Man schneide alle vier Blätter längs einer Linie, von 
dem Punkte A bis zum Punkte B, auf, und verbinde dann die Ränder des 
Schnittes in den verschiedenen Blättern so, dass die Blätter I und III längs 
einer einfachen Linie der Durchsetzung, in der oben definirten Weise, ver- 
bunden sind, und ebenso die Blätter II und IV. Diese beiden Linien der 
Durchsetzung seien der Kürze halber bezeichnet mit D {A^ B). Die neue 
vierblättrige Fläche ist dann dreifach zusammenhängend; denn sie ist ent- 
standen durch die Verbindung zweier einfach zusammenhängender Flächen 
vermittelst zweier einfacher Linien der Durchsetzung: der D{A,B) in den 
Blättern I, III und in den Blättern II, IV. Aus der Formel des obigen 
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Satzes III folgt also: 

7i + m + 2y + l = 1+1+0 + 1 = 3. 

Der eine J^iidpunkt A der beliebig angenommenen D{A^ B) werde nun al?? 
Windungspunkt eines neuen Integrals genommen, dessen übrige Windungs- 
punkte mit den Punkten er = 0, rr = 1, x =^ cc übereinstimmen. Ein solclie.s 
Integral ist: 

p dx 

i 

und es sei nun A = -. . • Den anderen Endpunkt B der Durchsetzungsliuie 

D{Ay B) lasse man mit dem Punkte x = -. ,7 zusammenfallen. Dadurch erhält 

dann die Fläche, die in Figur I. und IL angegebene Gestalt (abge- 
sehen von dem noch zu ziehenden Querschnitte c). Fig. I. stellt die Fläche 
der Blätter I und II dar, Fig. U. die der Blätter III und IV. Die letztere 
liegt unter der ersteren^ und zwar die Punkte unter einander, in denen x 
denselben Werth hat. Die römischen Ziffern an den Seiten der Diirch- 
setzungslinien geben an, welclie Blätter die Durchsetzungslinie verbindet, 
die arabischen Ziffern dienen zur Unterscheidung der beiden Seiten der 

Durchsetzungslinien. 

1 1 

In der entstandenen Fläche sind die Punkte x = 1, 0, ^, -7-7- , -rr 

Windungspunkte erster Ordnung. Für die Punkte .t = 1, 0, c» folgt dies 
unmittelbar: sie waren Windungspunkte erster Ordnung in den beiden ur- 
sprünglichen Flächen und sie sind in der neuen Fläche ungeändert ge- 

blieben. Von dem Punkte -.j gehen zwei Linien der Durchsetzung aus. 

dieZ)(-.^ , xr)? welche die Blätter I und III verbindet, und die D\^~j^ - -), 

welche II und IV verbnulet. Geht man also z. B. vom Blatte I aus, so 

1 

führt ein einmaliger Umgang um .-, hi das Blatt III und erst der zweite 

Umgang zum Ausgangspunkte zurück. Ebenso verhält es sich, wenn mau 

mit Hülfe der D (^ -- , tt J in den Blättern II und IV diese beiden Blätter 

1 1 

zu einem zweimaligen Umgange um -r; bemitzt. Der Punkt -y. hat daher 

die charakteristische Eigenschaft eines Windungspunktes erster Ordnung: 
erst ein zweimaliger Umgang um ihn führt zu demselben Punkte der 
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* 

Fläche zurück. Von dem Punkte xr gehen vier Linien der Durch- 
setzung aus: 

1) D(^J^, j^) in den Blättern I, III, 

4) ^(1' Jk) ■ ■ ■ I"'IV, 

also in je zwei Blättern nur eine Darchsetzungslinie. Es fuhrt auch hier 
erst ein zweimaliger Umgang zum Ausgangspunkte zorttck: man gehe z. B. 

vom Blatte I aus, die D(l^-rr) führt in II, dann die Dfjr^-jA in IV; 
ein Umgang ist vollendet, die Wurzel ]/x(l—x){l^hkx) hat den entgegen- 
gesetzten Werth; die beim Weitergehen getroffene Z)(1,tt-) führt in das 

Blatt ni, dann die ^^tti '[t) wieder in Blatt I, die Wurzel hat wieder 

denselben Werth. Ein solcher zweimaliger Umgang um jr führt also in 

alle vier Blätter, in jedem derselben geht man zur Hälfte um jr herum, 

wenigstens in der schematischen Figur. Der Punkt ^r ißt daher eben- 
falls ein Windungi^unkt erster Ordnung. 

Die Fläche ist femer in Folge der für die Lage der Punkte A, B 
getroffenen Bestimmung nur noch fODeifach zusammenhängend. Wir können 
sie uns nämlich entstanden denken durch Verbindung der beiden ursprüng- 
lichen einfach zusammenhängenden zweiblättrigen Flächen an zwei Stellen 
derselben Begrenzung: Die Begrenzung dieser beiden Flächen wird von den 
beiden Querschnittsystemen gebildet. Anstatt nun den Theil des in der 

Figur mit 61 bezeichneten Querschnittes, welcher durch ö(l?Tr) hindurch 
geht, in die Begrenzung aufzunehmen, können wir auch, ohne den Cha- 
rakter der Fläche zu ändern, die Punkte -tt und -jr , in der Weise, wie es 

Fig, III. zeigt, in die Begrenzung hineinziehen, indem wir durch beide 
Punkte sowohl im Blatte I, wie im Blatte II den Querschnitt b^ ziehen. 
Ebenso möge der Querschnitt bi durch dieselben Punkte in den Blättern III 
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und IV gezo{i:en sein. Die D\^-r . y) kann nun angesehen werden, als 

entstanden durch die Verbindun^r: 

1,) des Theiles der Begreuzungslinie der Fläche Fig. I, welcher 

durch die Punkte 7.- und -r,- im Blatte I ^eht, mit dem durch dieselben 

/*• k II ^ 

beiden Punkte im Blane III gehenden Theile der Begrenzung der Fläche 
Fig. II ; 

2) durch die Verbindung derjenigen Theile derselben beiden Bc- 

grenzungslinien , welche durch die Punkte , r . .- gehend, im Blatte II 
resp. IV liegen. 

Längs dieser beiden Verbindungsstellen mögen die Theile der Be- 
gi'enzungslinien fortfallen, so erhalten wir wieder die obige Fläche, und 
die Begrenzung reduciii sich auf die beiden Sy^^teme der Querschnitte. Als 
Grad des Zusammenhangs der Fläche giebt also die Formel des obigen 
Satzes (V.): 

n + m^v-'2= 1+1+2-2 = 2. 

Diese zweifach zusammenhängende Fläche wird nun nach dem 
Satze I in eine einfach zusammenhängende verwandelt, wenn wii* zwei 
Punkte der beiden Begrenzungen, d. h. der Querschnittsysteme in den 
Blättern I, II resp. III, IV mit einander verbinden. Dies mijge geschehen 
durch einen Querschnitt c (siehe Fig. I. und IL\ welcher von dem Durch- 
schnittspunkte der mit a, und b^ bezeichneten Querschnitte im Blatte II 
ausgeht und in dem Durchschnittspunkte von a., 6. im Blatte IV endigt, 

nachdem er mit Hülfe der Durchsetzungslinie ^(77. - ,j) vom Blatte II in 

das Blatt IV gelangt ist. 

Die dann erhaltene Fläche besitzt also die Eigenschaften: 

1) Sie enthält, wie oben gezeigt, als AVindungspunkte erster Ordnung 

sämmtliche Punkte, für welche die beiden Werthe der Wurzel: 



\x{l—x){l-'kkx) und 1 x {1—x) i^l—Ux) 

zusammenfallen; sie besitzt keine anderen Windungspunkte. 

2) Sie ist einfach zusammenhängend. Daraus folgt also, dass in ihr 
die Integrale 

r _._...^-____ und /'V^^-.'".^— 

/ v'xCl— x)(l— AA-x) -f Vx(l-x)(l-//x) 

eindeutige und stetige Functionen des Ortes der Fläche sind. 
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§.9. 
ZusammeDhaDg der construirten Fläche mit der Fläche hyperelliptiseher Integrale. 

Nach dem Schlnsssatze des vorigen Paragraphen ist auch jede ein- 
deutige und stetige Function der beiden elliptischen Integrale erster Gattung 
mit den Moduln k und / eine eindeutige und stetige Function des Ortes 
der construirten Fläche, also z. B. die lineare Function : 

H{x) ^ Cxl , , , +C2/ , , 

wenn Cj und Cj Constanten bedeuten. 

Als Function des Ortes der Fläche hat H femer eine wichtige Eigen- 
schaft: Es fallen die beiden Werthe derselben, nämlich die positiven und 
negativen Werthe der Wurzelgrössen in den Integralen, in sechs Punkten 
der Fläche zusammen, in den Punkten: 

fic = 0, 1, 00 in den Blättern I und 11 

o: = 0, 1, 00 in den Blättern III und IV. 

Dies findet nicht statt für die Werthe 

x^^ und ar = -i-. 



da für diese entweder nur die beiden Werthe von V'ajCl— a?)(l— Arika?) oder 
nur von l^a:(l— a?)(l-//a:) zusammenfallen. 

Diese Eigenschaft der Function E leitet darauf hin, einen Zusammen- 
hang derselben mit einem hyperelliptischen immer endlich bleibenden 
Integrale aufzusuchen, also einem Integrale von der Form: 



/ 



d^y 



wenn aj, <h Constanten sind, und A(i5) eine ganze rationale Function fünften 
oder sechsten Grades ist Dieses Integral hat die analogen Eigenschaften 
in einer Fläche der Variabein 0. Man erhält diese Fläche (siehe Fig. IV.) 
bekanntlich durch wiederholte Anwendung der für die Fläche eines ellipti- 
schen Integrals dienenden Regeln. Damach sind fllr die zweiblättrige Fläche 
mit sechs Windungspunkten erforderlich: 

or) Drei Durchsetzungslinien zwischen den Windungspunkten. 

ß) Zwei Paare von Querschnitten: aj, h^ und o,, 62, deren positive und 
negative Seiten so liegen mögen, dass ein positiv durchlaufener Querschnitt a 
(d. h. so durchlaufen, dass die umschlossene Fläche zur Linken liegt) von 

18* 
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in ^ir>-'!r zw^:oU**ri;i'eri Fl;dr'he. «ii-r mi: «1er -''ij-e:; T z- UVrein^diniii:. 
nn^! i(:rnf:T w^rr.ri nrr.^'^kehr: «:^r Ort «iie-^-rr F'ä'Lc eir.'icunj: cn«! sTtrrij: mi: 
^!^*fj Wf:rrh^:n von // -i<^}i är^ierr. Ijitrsc- wir«: err-iL-L: «.iurL-h »lie Lvsiiiiir 
<\f:r Anf'/h^ßf:: VAur Ffjricrion 5 von x >*• zn ^'e-r!r.:Lien. das^ 5, in iler 
y\A.f]if: Tz ^:r-*;':^*kr. ^ririe eiii'l»rFi:i^e un<l :^:.rr!_"'^ Fc:i«-n«'n «ler ViirI:iT>cln j 
i-.r. in r!^:r vi^/blä*/riq^:n FUi^-h^r. die r::i: T x ^'cZcirLhc: sei. und auch nm- 
i:*'kf:\\n X f:iiit\(:n*](r \iT,(\ <^k\vj: vu:, 5 a^jhäni:*- >'• da^-- itls«» die ♦•bige t\er- 
hlattriqe Flache auf eine zweiMä*"n;re nii: s»^'].s WindainL''>M:nkten in jrefren- 

•/ T ._ i ^ CT 

heiti^rer eindeuri;rer Iiezi»:hun;r ab^^ebüd^-r wir«!. 

I>ie Forrn jener 'rransforrnation-fTinen»»n 5 von x crgiebt sieh leicht: 

\)U'. Fiäehe T x ist vierblätrri^r. Zu jedem Punkte derselben soll 

ein Punkt der Ma'-l.e Tz, also zu vier übereinandt-rlicirenden Punkten in 

7' X,. d.h. zu einem Wertlie von x, vier Punkte in Tz geln**iren. Zwei 

der.-^^dben uiüfrcAi im unteren, zwei darüber im oberen P>lar:e in T- s« liegreu: 

d. }i. alHO. zu einem Werthe von x sollen zwei Wenhe von 5 grehüren. 

r'm;.Mikelirt. zweien lil>ereinanderliej^enden Punkten in T z. d.h. einem 

Wertlie. von z -sollen zwei Punkte hi T-x- entsj^reehen. r)iese müssen dann. 

wie Kieh leieht erj^iebt, ebenfalls übereincinderliej^aMi. d. h. dann also, einem 

Werthe von z entsprieht ein Werth von x. xVusserdem soll z sich stetig: 

mit X, und !im;^ekelirt x stetig mit z sieh ändern. Diesen Bedingungen 

wird genügt, wenn z eine al^ebraisehe Function von x ist, so dass: 

2 1 

F(Zy x) = 

ode.r auHf^ertelirieben : 

fV^IlI.j zz(aiX + hi)-{- zfa^x^hij + ia^x + bi) = 0. 

I)ie KeeliH (.'oeffir^ientcn nind theilw^eisc durch die auftretenden Bedingungen 
zu bcHtimmen: 
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1) Für die Werthe: 



^^ kk ' ^^11 



fallen alle vier ttbereinanderliegenden Punkte der aj-Fläche zusammen, es 
müssen also auch für diese Werthe die beiden zu einem x gehörenden 
Werthe von s zusammenfallen, da einem Punkte in T{x) auch njar ein 
Punkt in T{fi) entsprechen soll. 

Es mttssen also die beiden Gleichungen erfüllt sein: 

kk 

U 

Daraus folgen die Gleichungen: 

U{ai + b,kk){a,+ b,hk) = {a, + b,kh)\ 
^ '^ I Ha, + b,ll){a, + b,ll) = {ih + b^liy. 

2) Analog der Form, in der die elliptischen Integrale angenommen 
sind, wollen wir auch die Form des hyperelliptischen Integrals so wählen, 
dass im Nenner die Wurzel einer ganzen rationalen Function ungerader 
Potenz, also der fünften steht. Hierdurch geschieht der Allgemeinheit kein 
Abbruch, da durch eine geeignete Transformation bekanntlich dieses Inte* 
gral in ein solches verwandelt werden kann, welches sechs im endlichen lie- 
gende Windungspunkte besitzt. Wir nehmen also an, dass die Punkte ä = 
und ss = oo Windungspunkte der Fläche T(») sind. Dann folgt, dass auch 
die entsprechenden Punkte der Fläche T{x) Windungspunkte sein mttssen, 
damit eben der Ort der Fläche T{x) eindeutig von dem Orte der Fläche 
r(») abhängt Es sind aber die zu den obigen Werthen von z gehörenden 
Werthe von x: 

zu Ä = 0, x = ^- , 

zu Z = oc. X = -' 

Es mttssen also diese Werthe von x gleich einem der Werthe: 0, 1, oo sein. 
Wir treffen nun die folgende Vereinfachung: Es soll zu dem NuU- 
werthe der Variabein ä der NuUwerth von x gehören. Hierdurch wird 
der Aufgabe der Zusammensetzung der elliptischen Integrale zu einem 
hyperelliptischen keine wesentliche Beschränkung auferlegt, da der Null- 
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punkt der a-Ebene. wenn er ur^|>rUii;:licli iiirht diese Lage hätte, durch 
eine lineare Transformation in dt-n gewUii:-rhten Punkt verschoben werden kann. 

Wir setzen also : 6> = 0. 

Wird dann die Transformari^ai vullständi;j: durchgeführt, und stellen 
wh' die weitere Bedingung. das> die Summe j^uwie die Differenz der beiden 
elliptischen Integrale je einem der beiden von einander linear unabhängigen, 
immer endlich bleibenden hyperelliptischen Integralen gleich sein soll (denn 
in dieser Form nur kann die Transformation unserm Zwecke dienen'), s«» 
ergiebt sich die Bedingungsgleichung: 

h, = 0. 
Dann gehören al.^o zu x — die beiden Weithe 5 = und z = oc. Die 
Gleichungen dX.^ erhalten die JV)rm: 

4a^aj =^ ya. — bjh\ 
aus denen sich ergiebt: 

^ _ a —b hk 
-^ ^ a -b 11- 

m m 

Es kann hier nur das untere, negative Zeichen angewandt werden, da vor- 
ausgesetzt ist: ki^l; es folgt daher: 

und aus den obigen Gleichungen wird: 

16a;a3 = h,bAkk-lh\ 
Werden diese Werthe in (VlII.) einiresetzt. so eririebt sich: 

, / kk — ll\ . b,b . . , ,, , ^ 

zzüiX-^biZ^l — x — ^ — y ' -^ iß/r"^^'^*'"'' ^* ~ ö 
oder : 



2 ^ ' '^ 16a, 



«^(-^yx-r y' '2z{2-x^kk-^ll^) + x{kk-lly = 0. 



Setzt man: 

4a 



= —11. 

b. 



so erhält die Gleichung die Form: 

rVIir.; zz,iinx-2uz{2-x^k + ll)) + x{kk-liy' = 0. 
Die Auflösung nach x ergiebt: 



4-. 



a.k-in 

X = — ^ 



. -, kk — / / zzuu 

' •*** ^kk-iiy ' (kk-uy 
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oder wenn man setzt: 



^ 



« = Tir^, ß = 



worans folgt: 

, a o kk + ll j fAft 

SO wird: 



(X.) X = 



(In einer ähnlichen Form benutzt Herr Hermte in der oben citirten Abhand- 
lung die Transformationsgleichnng als Ausgangspunkt der weiteren Unter- 
suchungen.) 

Mit Httlfe der Identität: 

und der Gleichungen: 

f^^r = 2(Ä*+"), ^ = (*'-l-0'(*'-0' = ijth-nr 
ergiebt sich: 

1 _*i-r - «/g{M^-(*fc-tO}' _ (1-»»^^)' 

1 _ /;, _ «/?{/*» + (**-" )!• _ (< + g t^^)' 
Setzt man: 

R(i) = »(i-f-«a)(i-h/?»)Cu»-(*'+r)')(,u»-(*'-lr)'), 

so folgt aus den obigen Gleichungen: 

Vx{i—x){\—kkx) 1/R{i)' 2aß.(\—»^aß) ' 
V'asCt— «)(! — //«) V'ä(») ' 2a/?.(l-t-5»'a/?) ' 

oder, wenn man der Kttrze halber setzt: 

x{X-x)0.-kkx) = ffi{x,k), 
xil-x)il-tlx) = 9l(«,/), 
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SO ergeben s^icb mit Hülfe von: 



die Gleichungen: 



aus denen folgt: 



dx dz ^ / . - . 

V'ü.x^l) VB[z] 



V.; ^^^xJ^ \' ^^)hxj) ' •.: ^R{z) ' 

(XI.) V , ^ 

Setzt man allgemein: 

worin c eine Constante bedeutet, so dass also in unserem Falle: 

m, == == — - [k — / r 

w. — — -^ = lÄ-r/) 

„,3 = -L^Ä'-0-' 



wird, so folfft daraus: 



m,=- ^ {k-Vl'Y 



Man erhält also für die vier im Endlichen liegenden Windungspunkte 
Wi, mj, ^3, flu eines hyperelliptischen Integrals die für die ZurückfUhrung 
desselben auf elliptische Integrale nothwendige Bedingungsgleichuug 

iHi.Mi — m^.m^ = 0. 
Diese Gleichung erweist sich auch als hinreichend: 

Es folgt aus den obigen Gleichungen: 

k' = i]\tf\]m, + ]7n,\, 
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und hieraus: 

1-** = i(A+KM+My)i 

l-tt = i(4+^(|/i«,-M)'), 

Ä'A' = -^(^1»« +,/!«,)', 

Zwischen den vorgegebenen Qröesen imi, m,, mi, m« mttssen solche Be- 
dingongen bestehen, dass: 

**+*'*' = ! und //+rr = i 

ist, d. h. es mnss: 

oder: 
oder : 

llll • III2 "~ IW3 • Itt4 = 

sein. Es ergiebt sich also: 

Ein immer endlich bleibendes hyperelliptisches Integral, dessen vier 

im Endlichen liegende Windangspunkte mi, m,, mj, m^ die Bedingung 

erfüllen : 

fft j • m^ ^- fii3 • ffi4 = 0, 

lässt sich immer auf die algebraische Summe zweier elliptischer Integrale 
erster Gattung reduciren. — 

In den Gleichungen (XL) ist fi ein beliebiger constanter Factor; 
setzt man 

wo t eine neue beliebige Constante bedeutet, so erhält R(z) eine einfachere 
Gestalt: 

Es waren «, ß durch die Gleichungen 

(*_i)« ' '^ (* + /)' 
definirt, mit Hülfe der obigen Gleichung für fi folgt also: 
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oder, wenn man setzt: 

(Xll.) m = {j,^-^), n = ^j^r^^,). 

so wird: 

(1.) ß = tmj a = tn, 

Aus den Gleichungen (XII.) folgt mit Benutzung der Identität: 

4 = {k' + iy + {k'-lj + 2{kk + ll) . 
die Relation: 

(2.) k' + t = , - __-/-.—, 

demnach wird: 

(3.) ,u = m«/-^:j-_^-^-,^-^,y 

Au8 den Gleichungen (XII.) folgt ferner: 

Mit Hülfe dieser Gleichungen (1.), (2.), (3.), (-i-) GT]\ä\t: 

Ris) = a(l+aa)(l+/?2)(,«a-(A'+/T)(,us-(&'-/T) 

eine einfachere Form: 

Es ist: 

,ui-{k'+l'f - ik'+ty\mntz-l\ 

= ,, s.i' --. \mnts—l\, 



also wird: 



^ ' (l4-»M)(l + n) ' 

I6{mn)'.t' „ , . 



wenn : 



(XIII.) fi.(.) = <^+ ,!<)(*+ i)(^- n»Tr)(*-T) 

Da ferner: 

^iu = 8 /- /T - 7 

' V 1 + w vi + w 
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do erhalten die Gleichungen (XI.) die Form: 

f dx r- dx ^ p n di 

wenn: 

mn.f* VmnJ 

§. 10. 
Die Werthunterscbiede der byperelliptiscben Integrale an den Querschnitten. 

Wird die oben abgeleitete Transformationsgleichung (X, pag. 143): 

^ - 7(i+"ori)(l + /?a) 

nach « aufgelöst, so lassen sich die beiden Wurzeln Zi und «2, nach Ein- 
setzen der Grössen k und t, auf die Form bringen: 



'^ « ^ ^' « r « / (A-xkk+Vi-xll)' 

Hierans ergeben sich unmittelbar die isu x — 0, 1, ^o, -rr, jr ge- 
hörenden Werthe von a; 

it = 0, 



35 = 1, 



«1 = 


oo, 


1 




«J = 


0, 




• 


»1 = 


1 


ik'+fy = 


1 

mnl ' 


«, = 


1 


ik'-fy = 


i 

1 ' 



or = OO, 



*2 =--!-(*-/)'=- * 









Hin 



mn 

19» 
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Diese Werthe von 5 liegen also in den Windlingspunkten der 
Fläche l\z). 

Die beiden Paare von Querselmitten*«, b in der Fläclie T(i) sind 
darnach so zu ziehen, dass sie ents])recliende Winduiigsjninkte unischliessen, 
wie die Querschnitte a, b in der Fläche T{x), 

Hiernach ergiebt sich : 

Das Innere des Querschnittes a. in der Fläche T(^) ents])richt dem 
Aeusseren von (h in T{x), also dem ganzen Jilatte IV. Das Innere von 
bj entspricht in l)eiden Fläclien einander, ebenso das Aeussere von a,; 
endlich sind das Aeussere von />, in T(z) und das Innere von b^ in Tix) 
einander entspreclieiule Gebiete. Hierdurch sind dann auch die positiven 
und negativen Seiten der Querschnitte in den beiden Flächen bestimmt, 
wenn man die auf pag. 139 gegebenen Regeln zu Grunde legt. 

Die so entstandene Fläche T{z) ist eine in den kleinsten Theilen 
ähnliche Abbildung der vierblättrigen Fläche T{x). Den unendlich kleinen 
Ortsänderungen von z in der ersteren entsprechen proportionale Orts- 

änderunffen von x in der zweiten. Nur in der Nähe der Punkte rc = , , 

i 

und 0? = -., , für welche die beiden zu einem x gehörenden Werthe von s 

zusammenfallen, ist die Aenderung von x ])roi)ortional dem Quadrate der 
Aenderung von z. Ks muss also auch der Querschnitt c, der in die Nähe 
eines dieser Punkte führt, in der Fläche T{x) einen doppelt so grossen 

Winkel um diesen Punkt beschreil)en Tin der P'igur um ), wie der ent- 
sprechende Querschnitt c in T{z) um den ents])rechenden Punkt --; wie 

/ y mn 

CS die Figur fiuch s(diematisch angiebt. 

Bei der wirklichen Berechnung der längs der DurchsetzungsHnien 
erstreckten hyj)erelli])tis(!h(*n Intt^grale ist ein durchgeheiuler Unterschied 
der Inteirrale: 










zu berücksichtigen. Ks bezeichne D{u^v) eine zwischen den Winduivgs- 
punkten //, v sich erstrec^kende Linie der Durchsetzung, Df^iUyV)!!!^ oder 

kürzer Z)^ II I2 den Werth von \diix, k\ in einem Punkte des Blattes III an 
der Seite (2) der betreifend(»n Durchsetzungslinie. Analog möge die Be- 
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Zeichnung der Werthe von }^ff{ (a?, k) in irgend einem anderen Blatte , und 
der Werthe von ^fR (jj, t) gewählt werden. 

Erstreckt man die elliptischen Integrale zunächst von einem Punkte 

an der Durchsetzungslinie /)(l, tt) im Blatte I, z. B. von Ij, um den 
Punkt ^ = TT herum bis zu einem Punkte derselben Durchsetzungslinie im 



Blatte III, z. B. bis III, so tritt für ygj(a?, *) ein Zeichenwechsel ein, da 
der Punkt ^ umschlossen wird. Dagegen ändert /9i(a;, /) nicht sein Zeichen. 

Daraus folgt also: D*(l, ^)l, = -DJIIi,* Z)^(l, jy^)l2 = J9,III,. Da weiter 

bei einer Ortsänderung der Variabein x von einem Punkte der D(i, jr) 

bis zu einem Punkte der D (0, oc) in demselben Blatte und an derselben 

Seite der Durchsetzungslinie, kein Zeichenwechsel flir V^ (ar, k) und 1^91 {x, l) 
eintritt, so folgt, dass die obige Regel für die Vorzeichen der Wurzeln, 
auch an der Durchsetzungslinie i)(0, oo) gilt. Berücksichtigt man weiter, 
dass in den übereinanderliegenden Punkten der Blätter I und II, resp. III 
und IV, welche jede für sich die ursprünglichen Flächen bildeten, die ent-. 
gegengesetzten Werthe der Wurzeln liegen, so erhält man für diese Werthe 
an den Durchsetzungslinien: 

Z)(l, ^) und /)(0,oo) 

die Formeln: 

(XIV) 1 ^*^^" ^*"'" DJU,= Djy, 
•^ j = -/)J, = - DJI. = ~Z>JII, = -Z)JV, 
und 

Anders gestaltet sich der Zeichenwechsel an der Durchsetzungslinie 
D (j-r ? -77 ) • Hier bedarf es eines Umgangs um den Punkt -»^ , um in den 

Blättern I und III resp. II und IV zu übereinanderliegenden Punkten zu 

—^, • 

gelangen ; und es ändert bei einem solchem Umgange nor y9l (x, t) sein 
Zeichen. Hieraus ergeben sich leicht die Formeln: 

^*(i' ir)^' = ^*^» = jdJU.= dju, 

(XVI.) ( 

= -^*(i' I)"' = -^*"' = -^'^^' = -^*iv,. 
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Für ^y{{xyl) erhält man wieder die Formel (XV.). Aus diesen For- 
meln, wie au(*h unmittelbar aus der Fläche ergeben sich die . Relationen 
zwischen den Werthen der Wurzeln, welche zu den vier übereinanderlie- 
genden Punkten auf einer Verbindungslinie solcher Windungspunkte ge- 
hören, zwischen denen sich keine Durchsetzungslinien erstrecken, also auf 
einer Linie zwischen den Punkten x = und x ^ 1. Wenn man mit D[ 

z. B. einen solchen Werth für die ]'^{x^ k) im Blatte I bezeichnet, so folgt: 

(XVII.) ' ' 

denn^ um zu den betreffenden übereinanderliegenden Punkten z. B. von I 

nach III zu gelangen, ist ein Umgang um zwei Unstetigkeitspunkte von 
j 

\^^{x/k) nöthig, nämlich um . und 1, dagegen nur um einen Unstetig- 

keitspunkt von ]^Üi{x, /) nämlich 1. 

Es mögen nun mit A\^ A]^ B\^ B] die Unterschiede der Werthe 

/' dz 
"'_ an den Querschnitten resp.: «i, 02, 6j, 62 be- 
(, vß(-) 

zeichnet werden, wenn diese von der negativen zur positiven Seite überschritten 
werden, analog mit A\^ A]^ Äj, El die Unterschiede der Werthe des Integrals 

/* " d" 
-^^ an denselben Querschnitten, in derselben Weise überschritten. 

Die positiven Werthe der ganzen elliptischen Integrale seien ferner durch 
folgende Gleichungen definirt: 

/'' dx /'^ dx 

„ »\'R(x,l) ^ ' ^/". i^Ä(x,0 ^ " 

„ , — oder mit /. \k'\ das in dem Blatte II an der Seite 

1 der von m bis n gehenden Durchsetzungslinie erstreckte Integral be- 
zeichnet wird und wieder i = i—l ist. 
Es folgt dann: 

i (» 1 

A\ = 4:K+4:L. 
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Daraus ergiebt sich unmittelbar d^r Werthunterschied des zweiten Integrals 
an demselben Querschnitte, nach den Gleichungen (XP.): 

Femer ist: 

I tl . 1,0 

oder mit Httlfe der Formeln (XVII.): 

A] = -4üf+4L, 

also wird: 

A\ = -41f-4L. 

Analog ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (XIV.) und (XV,): 

Bl = 4ür,i^4I,i, 
B] = -^4/ifii+4L,f, 
Bi = ~4/ir,i-4Lii\ 

Die von Riemann aufgestellten Relationen*) zwischen den constanten 
Unterschieden ^6e/scher Integrale an den Querschnitten, lauten: Wenn A, 
B und die Indices derselben die oben angegebene Bedeutung haben, p die 
charakteristische Zahl bedeutet, welche angiebt, wieviel Paare von Quer- 
schnitten zur Herstellung einer fttr die i46e/schen Integrale einfach zu- 
sammenhängenden Fläche nöthig sind, so ist: 

(1.) = £\A'Bi^Bi.Ai 



2=1' ^ •' ^ 



und: 



(2.) < JS^ \a^'^ . <r^> - /?<^> . /'^ , 
worin a, ß, y, ^ durch die Gleichungen: 

deiinirt sind. 

In unserem Falle, in welchem p = 2 ist, muss in (1.) also ^u = 1, v = 2 
gesetzt werden. Nach dem Obigen ist dann: 



*) Riemann: Theorie der i46efechen Functionen lY, §. 20, 21. In diesem Journal 
Band 54, 1857. Riemanns gesammelte Werke, berausge^ben von H. Wd>er; No. VI. 
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A\B\-B\A\ = |4/r+4/.!j4/ir,e-4/>,»[-i4Ä',» + 4L,?i|4A'-4L|, 
A\m-B]Äi - 1-4/^+4^1 |-4/f,/-4L,?|-j-4Ä',« + 4L,«;i-4Ä'-4L' 

= ;4/f,« + 4/.,i|i4A'-4/.;- 4A'+4i:|i4Ä',«-4/.,i;, 
also wird 

{A\R\-B\A\)^{A\B\-B\Al) = 0. 

Ferner ist, wenn k und / reell und kleiner als 1 vorausgesetzt werden, 
auch K, L, Ä", , /,, reell, und 

dz 






= |4Ä'4-4L||4Ä-. + 4L,;+!-4Ä + 4/.;;-4Ä', + 4L,; = 32/ifÄ', + 32LL,. 
demnach grösser als Null. Analog ergiebt sich: 

A\B\.^+AIB].\ = |4Ä--4L||4Ä',-4L.| + i-4A'-4/.;j-4Ä',-4L,| 

= 32 KK, + 32 LL,. 

Die oben angegel)eneu Relatioiieu zwisclien den Periodicitätsmoduln, 
oder den constanten Unterschieden der Integrale an den Querschnitten be- 
stehen also auch für die beiden hier untersuchten hyj)erelliptischen Integrale 
erster Gattung; zugleich haben diese die benierkenswerthe Eigenschaft, dass 
die absoluten Werthe der Periodicitätsmoduln für beide Integrale und für 
beide mit gleichem Buchstal)en bezeichnete Querschnitte gleich sind. 

Die obigen Kelationen sind der analytische Ausdruck für die Mög- 
lichkeit, aus den p von einander linear unabhängigen Aheki^hen Integralen 
erster Gattung, mit Hülfe einer linearen Substitution, p andere von einander 
ebenfalls linear unabhängige Integrale zu bihlen, deren inverse Functionen 
durch die allgemeinen i9- Reihen ausdrUckbar sind. Nach dem Obigen 
müssen auch die beiden hier unteisuchteu hyixuelliptischen Integrale diese 
Eigenschaft besitzen. Es Hesse sich also auch von hier aus ein Ausgangs- 
punkt gewinnen für die lJntersu(*hunp:. welche Herr Hennite in der oben 
citirten Abhandlung begonnen hat, und welche die Fälle l)ehandelt, in denen 
eine i^-Reihe mit zwei Argumenten auf solche mit einem Argument zurück- 
geführt werden kann. — 
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Analog, wie die angegebenen Werthunterschiede der hyperelliptischen 
Integrale an den Querschnitten, sind die Werthe der von einem Windungs- 
punkte zu einem andern erstreckten Integrale abzuleiten. Interesse haben 
die Werthe derjenigen Integrale, deren obere und untere Grenzen die 
beiden zu einem und demselben Werthe von x gehörenden Wurzeln z^ und 
Z2 sind. 

Es ist: 

plus einem analogen Ausdrucke für [/], also nach den Formeln (XIV.) und (XV.) 






und daher nach den Gleichungen (Kl*.) auch 



Ol , = +4/f|t. 



Vrxz) 



Diesem entsprechend wird: 



/"^ d% /•*' /*! /•** 

tÄ) =/,„,w+/.,.w +/,,[*] 

1 ' "'IV'®/ » I 



n 
kk 



+ einem analogen Ausdrucke fUr [/]. 

Mit Benutzung der obigen Formeln (XIV.) bis (XVIL) folgt: 

I 

i ' '*i\'*y Oll 

Das in der Fläche, also ohne Ueberschreiten der Querschnitte, er- 



streckte Integral f [h] ist aber gleich dem Integrale f [k] , wie sich leicht 

' i ' 

daraus ergiebt, dass das Integral, um alle vier Windungspunkte, <x>^ 0, 1, 
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erstreckt, zu Null wird; es folgt also: 

I 






VRX^) 



Hl 



und daher nach Gleichung (XP.) 



I 



Q /''^ = -41. 



1 



i//?.(^0 



Diese beiden letzteren Integrale liefern uns, zusammen mit den un- 



niittelbar sich ergebenden: 



1 

dz 



p/" '''-- ^ 2K+2L, 



(I 

l 

'' ' z dz 






ii 



vier reelle ganze Integrale. 

Die Determinante derselben ist: 



1 



^.' v'ß ('-.^ .•' l/ß ('-A ./ Vß (-\ ./ 



= {2K-2L)iL - (2I<+ 2L) (-4L) - 16KL, 

oder, wenn man zur Unterscheidung die Variabele des Integrals, dessen 

i 1 
(jrenzen und ■ siiul, mit ^i bezeichnet: 

nt mt ^ 



\) 1 



//?.(:OV/f.(.,) 



Hiernach wird die iresu(*hte Darstellung des oben definirten Mittels 
nua, by c) durch reelle ganze hy|)erelli})tis(*he Integrale leicht erhalten. 
Ks lautete (Heichung (VII.) pag. IßO: 

ni (a, b, c) n q).\p 

ferner war (s. Gleichungen (Xl".), pag. 147): 

m.nt^ y^mn.t^ 
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Darnach ergiebt sich also: 

n' H + mXi + u) f /''=T f'—ii (i-z,)dulz,,- 



m(a,b,c) (mn)^.!^ f^ ,"1» , 



•ä. (2) •'«.>,) 



nt 



Man bestimme nun die bis jetzt beliebig geUMsene Constante t so, dass 
der Factor des Doppelintegrals gleich Eins wird. Dann lässt sich der 
erhaltene Satz so aussprechen: 

Bildet man aus den drei positiven reellen Grössen ay , 6,. , c, , die der 
Ungleichheit a,, > 6y > c^ genügen^ nach dem Algorithmus : 

^0^4 1 = 2 ^^''' 



26^^.1 == }/ayby-\^c,, 

drei neue Grössen a^+i, by^i^ Cy+, u, s, w,; bezeichnet den Grenzwerth^ dem 
sich die Grössen a^, b^, Cy bei wachsendem v nähern, mit m(a^^ fr, , c,.) und 
setzt ferner für irgend einen Werth des Index v: 



ay\-hy l( ay + by ^ ^7 

(fy = iayby^iayby — Cl, 

yjy = iayby'{-iayb,-cl, 
(also *' <C 1, /* <ll), definirt weiter k und l durch die Gleichungen: 



fi9»c/ «e^i»/: 



Äj-/ .^ . * + / 



«o Mf; 



s^O 1 



••=-is- 



20 



loO h\ Srficriffg, (iri/hntclisr/i-fjcomclrisrhes Mitlel aus rier Elcmenieu, 

Die elicii abgeleitete DHrstelluiijj;' des ^Mittels \\\{(iyb^c) durch liyper- 
elli))tisclie IiitegTale itiid dureli ein Produet der f/rt?/55iselieii arithmetif?cli- 
;:.eonieti'iselien Mittel, lässt sieh umgekehrt aus dem allgemeinen Borchardt- 
sehen Theoreme ableiten, wenn man die Bedingungen aufsucht, welchen 
die vier Elemente des Mittels geniigen müssen, damit die Nulhverthe 
///,, ///., /Wj, W4 der ganzen rationalen Function, deren Quadratwurzel im Nenner 
unter den hyi)erellij)tischen Integralen steht, die oben angegebene Bedingung- 
erfüllen: 

also die Integrale auf elliptische Integrale reducirbar sind. Da man bei 
der Durchführung* dieser Uechnung auf einen speciellen Fall geleitet wird, 
i]i welchem auch ein Mittel aus vier Elementen durch solche von zwei dar- 
gestellt werden kann, so möge sie im Folgemlen kurz ausgeführt werden. 

Der Borchardt^v\\\t 8atz lautet *) : 

y^Man bilde ans den vier Elementen a, b^ c, e durch den Algorithmus: 

4a, — a + /> + c f e^ 
26, - ]'ab + ]ce, 
2c, = ]ac 1 yle, 

2^1 — \ae-\- 1 bc, 

der Grössen «,, 6,, Ci, f?,, aus diesen durch den nämlichen Algorithmus wiederum 
rier Grössen «,, b^, c,^ e> etc in infinitum, dann nähern sich mit wachsendem 
n die rier Grössen a„, 6„, c„, e„ der nämlichen Grenze g^ deren Werth man 
folgendermassen bestimmt: man setze 

a = a \- b -{- c i e, 

b — a \ b -c— e^ 

C ^ a - b \ c — e, 

e — (, — b — c r e, 

2b' = ] ab+ 1 ce, 2b" - fab-1 ce, 

2c = \a c + ) be, 2c" - i a c - l'b e, 

2c' - ) a c + r bc, 2e" = v'a e - Tb c, 

*) Monatsberichte der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
2. November 1876 pa^. G17, und von» Februar 1S77. 



dann ist: 
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_ acb' _ cc'e' _ a&'e' _ b'&c" 

R{i) = Ä(2-cfo)(» — «i)(«-ß2)(«--«3), 



(XVIII.) — ^ r^d^'fdz 



»— Ä' ^ 



g { ^^ •ä(ä)äW 
Die drei möglichen Formen, nnter denen das Produet zweier der Grössen 
^U7 <^i9 ^29 «3 gleich sein kann dem Producte der anderen beiden, sind: 
«^«3 — cf j «2 = oder a«, a, — a^ «3 = oder a„ a, — «3 «j = 0. 

Besteht die erste Gleichnng, so ist: 

acVMc'e* = cc 6'.ac"e' 
oder : 

daraus folgt leicht: 

b = e, 

dann erhält also der obige Algorithmus die Gestalt: 

2b, = (/a + |/c) |/6, 

2ci = »^00 + 6. 
Dieser stimmt überein mit dem pag. 128 für das Mittel m{a, b, c) erhaltenen, 
wenn man b mit c, b, mit Ci, allgemein by mit c^ vertanscht. 
Setzt man nun: 



80 ergiebt sich: 



i 1 1 1 

""''-"iniü' ""'""'mr ""^"-"fiT' ''^T-T' 



c ' a 



Um hieraus k und / zu berechnen, sind die Gleichungen (XIL) 
pag. 146: 



nach Ar und / aufzulösen. Dies ergiebt: 

k = . . « = 



1^1 -f n 1^1 + m ' •i + n 1^1 + m 
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Man findet dann: 

, , _ ^U r - y/ac — Ir , \\i c ^- Vac — b' 

H — ^_ . , f - - ,_-._• 

2 ~\K 2 )-'' 2 -\^ 2 )-^' 

Mit Hülfe der oben al)oeleiteten (ileieluing- ipag-. 154): 



tit 



(U'liält dann die Borchardtt^rhc Gleieliuno- die Form: 

(7 "" 4(i-t m)(1+;0 ^^ '^ '^ ' 4(\ ■\-m)'\ + n) 2 ' M(1,A') ' 2 ' M(i; /') 

i _ (mw)'./" 1 

(^ ~ !l+/w)(1 -f ;*'* M(1,/t')M(1,/') ' 

Nun ist: 



bb" (r/c)' ^ /r'r"\: 

6' {c'c")^ ^ ar y 

(1+W)(1+W) ^- - 



also wird: 








1 




bb" 




(1 




b' 


1 r- 


Ferner crgieht sich: 








b" 




Vü- 


- V'C 


b' 




Va 


rc 



1 1 

r-c"}{a-c'' ' M(1,"ä-')M(1,/M 



b 

a -\- r f a -|- c 



H^ .: ] -b^ 



2 

bb" __ a-\ c _ .'Vrt + ry 
b' ~ 2 ~ [ ^ 2 ' y 

und: 

Werden in der früheren Definition der- Grössen f, (p, ip is. pag". 128 
die Buchstaben h und c vertauscht, und die Bezeicnmungen f, (f, U' unge 
ändert gelassen, so entsteht: 

a -I c '/ a 4- c \- , ^ 
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nnd man erhält dann: 



k' — ^ 



nnd also nach Einsetzung in die obige Gleichung fUr — : 

i f i i 



9 ~ ff 



M(l.p M(,,|) 

oder : 

_ M(f,y)Ma;v;) 
9 - f 

d. i. die oben auf rein algebraischem Wege abgeleitete Gleichung (pag. 128). 
Die unsymmetrisch in dem Algorithmus flir g^ wie in f, q>, tp auftretende 
Grösse ist hier mit b, oben mit c bezeichnet — 

Besteht zweitens zwischen den Grössen a», a„ cr^, a^ die Gleichung: 

so folgt daraus: 

aa = cV 

und nach vollständiger Durchflihrung der Rechnung: 

-1 \ o ab , ae , eb 

a.) 2c = — H--T- + 



e b a 



Aus der dritten Gleichung: 



ergiebt sich analog: 



«««!-- «2 «3 = 



cc = c c 



und hieraus: 



(2.) 2a = ^ + ^/ + '* 



6 6c 

Diese beiden letzteren Fälle bedeuten also nicht wesentlich ver- 
schiedene Bedingungsgleichungen für die Grössen a, b, c, e. Gleichung (1.) 
geht durch Vertauschung von c und a mit einander in (2.) ttber. 

Es bestehe die Gleichung (2.)) so dass, wenn man: 

6c ^ eb ce 

2^"'^ 2c ~^' "26""* 
setzt, 

wird, also die vier Elemente des Mittels sind: 

ß + r + ^y *j ^9 ^' 
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Die in dem Rorchardtavhan Satze vorkoinnieudcii Grössen a, b, c, e. 
b', c, e' ete. erhalten dann die einfaclie Darstellung': 

e'-^/S-r-f, 

Wie aus den Formeln des Borchardluchi^u Satzes ersi(;htli(*li ist. sind 
für b'y c\ e die positiven Wertlie zu liclimeii. Die obigen Grössen sind positiv, 
wenn /^>;^>€ und /^>;^ + ^, oder wenn man für h, c, e die Ungleich- 
heiten voraussetzt : 

h.r 



e ~ - i\ 



c<rb und e . , 

' -[- c 



Setzt man: 



ach* cc'e' _ ace* h'c'c 

SO ist, in Folge des negativen Werthes von e' : 

1111 

(-1)1 (-l)i ■ (-1)1 ' (-l)i 

Befreit man die Grenzen der Integrale von der als Faetor auftretenden 
vierten Wurzel der negativen Einheit, so ergielit sich: 

- — i I dz I rf^ , 

^ •/ "^ i//?(z.)/?(5') 

Dass das Doppelintegral, wie die Gleichung es fordert, einen reellen Werth 
hat, lässt sich so zeigen: 

Nach dem obigen ist: 

^ («, — ofV) — ce' c— o) — — ce.^y^ 

A (a-^ — a.-^) — cyae—h!c) ~ —cAye^ 

J' («3 — «,',) — cb' {c —a) — — ch\ 2yy 
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daraus folirt: 



o 






Es ist also das Integral zwisclieii den Grenzen und «i complex, das Integral 
zwischen den Grenzen «i und a\ rein imaginär. Wird das erstere in die 
Theile von bis aj, von a\ bis a,, von Oj bis «3 zerlegt, so hebt es sich 
in dem Doppelproducte, wie ersichtlich, zum Theil mit dem von «2 bis a\ 
erstreckten Integrale auf, und man erhält dann: 



n^ ^ . /•« . a dz I /•< jfÄ^_ , /<i 



dz 



•ä(s) V •B(a) J v'Ä(a) ' 
(XIX.) ^, "' . 

Die als Summanden auftretenden Integrale sind nach dem obigen reell; 
die Integrale, deren Factor i ist, sind rein imaginär, also ist der Werth 
der rechten Seite der Gleichung ein rein reeller. 

Um den Werth der von a = bis « = 03 stetig erstreckten hyper- 
elliptischen Integrale zu erhalten, bestimmen wir zunächst die absoluten 
Werthe der Integrale zwischen je zwei benachbarten Windungspunkten. 
Das Integral, das stetig von a = an den Windungspunkten «j, «2, «3, cfy, + oc 
vorbei und von — ^ bis ä = zurück erstreckt wird, muss den Werth Null 
haben, und daraus ergeben sich dann die Vorzeichen der Werthe der ein- 
zelnen Integrale. 

Setzt man: 



i 1 1 1 



80 ist, in Folge der oben (pag. 147) angegebenen, zu einander gehörenden 
Werthsysteme von a und x und der als positiv angenommenen Werthe der 
elliptischen Inti grale : 

Femer ergab sich mit Hülfe der construirten Fläche (pag. 154) (wie übrigens 
auch algebraisch abgeleitet werden kann): 
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(.' . 



^H(z) / •//?(-) •' •/ /;K(.r,A-) -.f »/tH(x,/) 



1 



worin (He f ,, den Wertli ± 1 haben. 

Die Integrale von r/, bis r/>, von «i bis «„, von 3==—^ bis s = 0, 
sind rein imaginär, unter der Voraussetzung, dass r^,, «>, «3, «„ positiv reelle 
Werthe haben; demi man erhält mit Hülfe der Substitution: 

■^ - ' kky ' 

wenn : 

AÄf A'A' - 1, 

die Gleichung: 
und analog: 

1 1 

wenn wir - resp. ., , wie oben k resp. /, als Argumente von K resp. i 

auttassen. Ferner ergiebt die Substitution: 






die Gleichung": 



Die Integrale l^f-,,) uihI />(») ^^ind reell, denn da: 



1 1 

r/.> — — , (7 , - — 



? 



und a,, «3 der Voraussetzung na(*h positiv reell sind, so haben n, m negative 
reelle Werthe, also w^erden na(*h den Oleiehungen (s. pag. 157): 

kk und // negativ reell, also k'k' und /'/' positiv uml grösser als p]ins. 
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Die Summe sämmtlicher Integrale muss, wenn sie stetig erstreckt 
sind, d. i. so, dass kein Windungspunkt umschlossen wird, Null sein; 
daraus folgt: 

-2/f+2L+«,.4L+«3(2/f+2L) = 0, 

-^*(7)+TK|)+-(T«(T)+T''(-r)) + '.4f(4) = 0, 

also wird: 

«3 = +!, 5, = —1 und €.^ = —1, 6^=4-1. 

Es entspricht daher unter der Voraussetzung reeller positiver Werthe 
der «1 , a, , «3 , «„, der einen Halbebene der Variablen z, in der Ebene des 
Integral werthes : 

das Innere einer sechsseitigen geschlossenen Figur, deren Seiten, unter 
rechtem Winkel sich schneidend, der reellen oder imaginären Axe parallel 
sind, und dargestellt werden durch: 

Das zweite immer endlich bleibende hyperelliptische Integral: 

unterscheidet sich von dem ersten nur durch das Vorzeichen des vom 
Modul / abhängigen elliptischen Integrals. Die sechsseitige Figur in der 
Ebene r, welche der Halbebene in z entspricht, ist also an Inhalt der Figur 
in der Ebene u gleich gross, und man erhält sie aus dieser durch Drehung 
um 180" um die reelle Axe. 

In Folge der Bestimmung von «, = — 1 ergiebt sich als Werth des 
von » = bis ä = «3 stetig erstreckten Integrals : 

und es verwandelt sich demnach die Gleichung (s. p. 160): 



7> — % 
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in die folj^ende: 



PQ '< 



2«+2L--x;)-^,(;);!-,.:;<)-^(4)l. 



oder : 

Uie Grössen ä' und /' sind als Functionen der Elemente, 6, c, e des 
Mittels zu berechnen: Mit Hülfe der Gleichungen (pag. 161): 



P(J l^'-k'^ik^^-^^' P^'^l')\' 



i 

""- mni 


acb' 


i 




er, - - - - - - 

Ht 


ace' 

" J ' 


1 

^ //i/ 




erhält man: 








n 


a' 






Die Relationen: 








, (1 Vnm) 


r/'-- 


(1 t-»^«w)' 
(1 [-;0(H-/'0" 


, ^s. pag. 157), 


ergeben dann, wenn wir setzen 


• 
• 






Ä-'Ä-' : 


un 
PP 




1 



und die Gleichungen: 

a-=- li^-y + e, y^li'\-y-t, c ■■= (i -y -V t^ e^ii-y — s, (s. pag. 160) 

benutzen: 

p — 2y; n-^ Üii -Vy^' — r — Mii — yY — t' ; 

s = \ii'i-vyy-y-\ ]u'i-yy-r. 

Andererseits ist: 

¥ ^ 1 ;t 1 _ 7t I 
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J^ M^f±'\ _ _^ J_ _ J =— £- - 



»OV'-it) " mOV'-^) 



n 1 

= -ö-'p- 



2 '^ M(My«M— p/>) ' 
i j ^ t \ n i i n p i 



2 r / ,' T"; 2 a 



«0.|/<-tV) «('.|/<-S-) 



n i 



2 '^ }A.{»,Va»-pp) ' 

worin M, wie oben, ein arithmetisch-geometrisches Mittel bedeutet. 



n 



Darnach erhält die obige Gleichung für — die Gestalt: 






i 



^ P(? 4 '^ < M(p,«) M(ii,u') ' M(p,ii) M(*,0'' 

wenn: 

Die Grössen P, ^ waren durch die Gleichungen bestimmt: 

P = 2 — ^I^ ^—, Q = 2 ^— 7 (P^g- 1^^)' 

Mit Httlfe von: 

c' c' cc'c' 1 



u = m = — 



- , ^ = -i- , ^ = ja6' c' e^ 6'cV| i 



a ' 6 

erhält man nach möglichster Keduction: 

PQ *' c * (a-c'X6'-e') ""* "2;' "" 4p ' 

Damach wird also: 

1_ ^ P ) \ ] . ^ L ! 

g 2 I M(p, s) M(«, 1*') "^ MCp/w) ' M(«, «') I " 

Durch die obigen Gleichungen fllr p, s, u, aus denen sich mit Hülfe 
der Identitäten: 

die folgenden ergeben: 

ist die Abhängigkeit der Elemente der (ratf^^ischen Mittel von denen des 
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Mittels aus vier Klenienten bestimmt. Diese nieiclmno-en sind umgekehrr 
naeli 6, c, e aiitzulöseii: 



ss+?m ^-^ '^{t'i' + y'-r), sff = 4/:>y = 4/^ ^- , 



also wird : 



aus denen in Folge von: 



sich erg'iebt: 



11 • 


SU 

2p- 


' 2 ' 


e 


s'i,' 
2/' • 


ll . 

ß- 


hr 
'Ze • 


he 

^/ — - 

' 2c ' 




er 
' - 26 


]$n. 


c --- 


\^su v's'iT' 

_ - 




1 ' ' 



Man erhält daher den Satz: 

Wenn zwischen den Elementen a, 6, r, e des Borchardlschen Mittels 

die Gleichung besteht: 

^ hc he , ce 

^«= .+V^- 6' 

U7id die Ungleichheiten: 

bc 



e _ . 

h -r C 

gelten, so lässt sich das Mittel g ans vier Elementen auf Mittel ans zwei, 
ebenfalls reellen Elementen zitriickführen^ und zwar ist: 

g ' 2 Ul(/?,.sOM (//,//) ^ M(p,n)U(s,s') ^' 
worin: 

u'n --- uu~ pp, SS - SS ~pp. 

Die gegenseitige Abhängigkeit zwischen />, s, w, und ft, r, e wird durch die 
Gleichungen bestimmt : 

P -' '^r 

b — I su^ 



V 5w y/s'u! 
c= - , 

p 



I t 



e= \8U, 



ß~ 


bc 
2c 


r- 


he 
2c 


t — 


ce 
26 



■u--^\(ti + y r - f •' — \ {ß - y y — f'. 



s^\{li + yy-t'^\^ß-YY-i\ 



, / '/V^ 



u' = \ii -Ky-ty- UV - (y + f )\ 
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Wie schon die Form der Bedingni)gsgleichung zwischen a, b, c, e 
zeigt, besteht dieselbe nicht für die P^lemente der folgenden Stufen des 
Algorithmas, da sich a demselben Grenzwerthe nähern muss wie b, c, e. 

Es möge erlaubt sein, ein zu den obigen Gleichungen vollständig 

berechnetes Beispiel, in seinen Resultaten mitzutheilen. 

Gegeben : 

6 = 4 c = 2 e = l. 
Daraus erhält man: 

a = 5,250 p = 2,0 m = 2,004181... * = 7,983312... 

fi' = 0,129390... «' = 7,728727... 

M(p, 8) = 4,479887... M{u, u') = 0,762323... 

M (p, ti) = 2,002089 ... M (», s) = 7,855490 . . . 

T-^r — r- = 0,292817... -^^ *_ =0,063583... 



M 



- * * +-M-, — A,-7— rr-l = 0,356400... 



Die directe Berechnung von g nach dem Algorithmus des Mittels aus vier 
Elementen ergab den angenäherten Werth: 

-- = 0,356401... 

— Eine nähere Betrachtung des Ausdrucks in der eben abgeleiteten Formel 
für — zeigt, dass dieser, als Function der drei Argumente p, s, u äuge- 
sehen, ebenfalls demselben Grenzwerthe sich nähert, weim in den Mitteln 
M die Argumente nicht nach dem Gaw^ischen Algorithmus geändert werden, 
sondern den oben (pag. 117) angegebenen befolgen. Für welche Aus- 
drücke überhaupt beide Algorithmen denselben Werth liefern, ergeben die im 
Folgenden abgeleiteten Relationen, welche zwischen den it'®° Gliedern der- 
selben bestehen. Mit Beibehaltung der oben (pag. 123) angewandten Be- 
zeichnung ist: 

und wenn die grossen Buchstaben F^{(p\ *. die Glieder des aus den Grössen 
f ;, = /; 0„ ^ (^ abgeleiteten 6at/««ischen Algorithmus bezeichnen : 

so wird also: 
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Seien allgemein hh zu den (w — 1) OliediMii die (Jleiehungen luu'hgewiesei) : 

/i- "~2^.j 

C-'» -l -— ' I, I • 1' // i« » 

r ,1' /j 

(iü den Pröducten sind für r — die Kiemente */'-. f sell)st zu setzen). 

Ks soll diis Bestehen dieser (Jlei(*liungen für die n^^^ Glieder des 
Algorithmus gezeigt werden: es ist der Definition naeh 



2 ' " 2 



also ist mieh der Voraussetzung ilj: 



» n—2 



Die erste der Gleicluiiigeu 1,1.) können wir in die Form setzen: 

^ ~ 1 1 f,. . 1 Pu /•.*• 

da tilr alle Quadratwurzeln hier immer der j^ositive Werth zu nehmen ist. 
Die Multiplieation der heiden letzten (Jleirhungen ergiebt: 

Unmittelbar folgt; 



SO dass: 

CD 



A ~' ^V. i 7 ) 



wird. Analog würde sieh ergeben, wenn : 
und: 



^^ 
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allgemem : 

f,w=^ y-.R-(y), r.=-?td^;==iöei, ^.^ *'--^-w , 

ist, dass die Gleichungen bestehen: 

(4.) A = -P'-(V).|/'T-f^' V',= *'../°n'-^, <T, = ^../T-?'' 
woraus sich ergiebt: 

(5.) ^- - *^ 



so dass also in Folge von (3.) nnd (5.) die Gleichungen (2.) und (4.) auch 
in folgender Form geschrieben werden können: 

wenn: 

ist Die beiden Dantellungen für f^ ergeben: 

also einen Ausdruck, der von dem zweiten Elemente des Mittels, nämlich 
(p , re^. yj ganz unabhängig ist. Setzen wir (p =^ f, so erhält die 

rechte Seite der Gleichung den Werth: y, und es entsteht unmittelbar die 

bekannte Formel: 

Führen wir dieses, resp. das analoge des F,(y) in die Gleichungen (6.) ein, 
so erhalten diese die schliesslichen Formen: 

„ _ Pn.F,{V>) „ _ ^..F.(y) 

ff» f 5 "• — f J 

Hieran» folgt unmittelbar: 

M(F,(y),0.) M(f.,y.) M(F.(y), «P,) _ M(f.,v>.) 

M(a».,P.) M(9.„p.)' M(«P.,r,) ~M(^.,a.)' 

nnd da bekanntlich : 

M(9),p) = M(*.,P.).2-, 

ist, so wird: 

M(f;y) , M(f,v>) _ < | M(/-.,9),) M(r.,v>.) ) 

M(9, e) "^ M(v, a) ~ 2" 1 M(y„ p-) "^ M(v., o.) »' 
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Oben (pag. 128) war abgeleitet: 

m> 9)M(A •/') M(/-,., <)r.„)M(/-„, «/„) 



Die Division dieser beiden Gleichungen ergiebt: 

fS 1 , 1 _ I _ A I _ 1 • , _ < I 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber, wenn wir 

/ = P, 

yj = s, a = s\ 

ff = Uy Q = u' 

setzen, abgesehen vom Factor \ , genau gleich dem in der obigen Formel 
(pag. 166) vorkommenden Ausdrucke, und es ist also hierdurch, auch mit 
Hülfe der Theorie des Mittels aus zwei Elementen, gezeigt, dass jener Aus- 
druck bei der Aenderung der Argumente nach einem dreigliedrigen Algorith- 
mus seinen Werth nicht ändert. 

Anmerkung. Analog, wie sich nach dem früher Abgeleiteten aus 
einem Producte zweier Gai/^Äischen Mittel eine Function dreier Argumente 
bilden lässt, deren Werth ungeändert bleibt, wenn die Argumente nach 
einem bestimmten Algorithmus sich ändern, so kann man durch das Pro- 
duct von A. G. Mitteln eine Function von mehr als drei Argumenten dar- 
stellen, die ebenfalls jene Eigenschaft besitzt. 

Göttingen, im October 1877. 



I 

Abdruck aus dem ^Journal für die reine und äuge wandte Mathematik'' Bd. 85. j 

Druck von G. Reimer in Berlin. i 



.A)iuriai /th' mnc n/if/ tinan*'(intiU A/rt/ht^/na/iA A/ '^> 



7h/b/ / 



Noii/r/f zff.Aiwf Schering, Aril/ir7i^/i.scJt-<^eornelrLschrs Mittel . 



a. 



b. . 






Flg. I 



JT- "Vj 



Z*» 



-/ 



/ / 

■ r- 

2 \ 



JC'O 



jr.-r»o 



JC-/ 

jTr = — r 
rnrii 



n 



: I 



/ 



.r - 



/ 



-zr» 






t* rnfi 



(Ui) SU 
/ (nn X' 



U 



\ 



■f 



z-// .<}' 'y. 



Fi§.n, 



• — .^ - oc. 



-- Xa 



-/ 



m 

IT 



/ / :» - t/ 



\ 



\ 



7 



X. - 



i47 



7//' 



/ 
2 



»t 



>4 



/ij^ ^#; 



-d 



(p J /r 



hs ^ 



</* 



JC" 



/ 



JC - a 



u -/ 






/ 
ir 

1 



Flg. in. 



ü 



Fi^.IV. 



-- ;r 



-f.V 



(tJh'üii ^=7tr 



~ o 







X ~ 



rtinl 



(i. 



^ 



y 



a , 



XU .f.9 



b, 



Deliereii 



ProUei der analjtisclien Hecbanik, f elches an! hperelliptisclie 

Transcendente n. und E Gattung Illliit 



EJÄUGÜEÄI - DISSEETATION 

BOT GENEmUGUNG 

DEE PHILOSOPHISCHEN FACULTÄT 
DER VEREINIGTEN FRIEDRICHS-UNIVERSITÄT 

HALLE -WITTENBERG 

ZUB 

ERLANGUNG DER PHILOSOPHISCHEN DOCTORWÜRDE 

ZUGLEICH MIT DEN THESEN 

ÖFFENTLICH YERTHEIDIGT 
AM 

XXL OCTOBER MDGCCLXXXII 

VON 

ADOLF OHNESORGE 

AUS WRIEZEN VO. 




OPPONENTEN: ^<är 

H. GBASSMANN, otmnasiallehrer. 
A. HEBMANN, db. phil. 



HALLE A/s. 

1882. 



j *v- .Ä ^ 



SEINEM HOCHVEREHRTEN LEHRER 



HERRN DIRECTOR PROFESSOR MARTUS 



IN DANKBARKEIT 



GEWIDMET 



TOM 



YEBFASSEB. 



»I. 

„£jine um eine feste verticale Axe drehbare im üebrigen beliebig gestaltete Masse trägt 
eine zweite verticale Axe, welche nicht fest ist und demnach bei der Drehung der Masse um die 
feste Axe mit herumgeführt werden wfirde. Mit dieser Masse wird nun mittelst der Secundäraxe 
eine zweite ebenfalls beliebig gestaltete Masse derart verbunden, dass sie um die Secundäraxe 
frei herumschwingen kann. Es soll die Bewegung des so construirten Systems untersucht werden, 
wenn den beiden Massen durch irgend welche Stösse gewisse Anfangsgeschwindigkeiten imprimirt 
worden sind.^ 

Zunächst denken wir uns eine Horizontalprojection unserer Vorrichtung entworfen. Durch 
Ol gehe die feste, durch O9 die bewegliche Axe des Systems. Der senkrechte Abstand beider 
Axen von einander sei r. Die Masse, welche die feste Axe enthält, werde durch Jf^, die andere 
durch Mi repräsentirt. Ausserdem soll der Girationsradius von Mi in Bezug auf die durch Oi 
gehende Axe mit ^1, der Girationsradius der Masse M^ in Bezug auf eine durch ihren eigenen 
Schwerpunkt gehende verticale Axe mit q^ bezeichnet werden. Und schliesslich habe der Schwer- 
punkt der Masse M^ von der durch O9 gehenden Axe den senkrechten Abstand s. 

In der Horizontalprojection werde nunmehr ein rechtwinkliges Goordinatenkreuz construirt, 
dessen Anfangspunkt in Oi liegt. Ferner wollen wir statt der rechtwinkligen Goordinaten des 
Schwerpunktes von M^:^,^ als unabhängige Variabele die Winkel yj und o» einführen, indem 
wir mit t/j den Winkel bezeichnen, welcher durch r und die positive Richtung der $-Axe gebildet 
wird, und mit co denjenigen der von r und a eingeschlossenen Winkel, welcher mit tp auf der- 
selben Seite von r liegt. Alsdann sind die neuen Veränderlichen mit |f und 17 durch die beiden 
folgenden Relationen verknüpft: 

5 = r . cosV' — 8 . cos (i/j -{- <o) 
fl = r . smtp — « . sin (^ -h «). 

Die Bedingungsgleichungen, welche die Verbindungen der Massen unserer Vorrichtung re- 
präsentiren, enthalten die Zeit t explicite nicht; somit liefert uns der Satz von der Erhaltung der 
lebendigen Kraft die Differentialgleichung: 

2 r=A, 

wenn T die absolute lebendige Kraft des ganzen Systems, h eine Gonstante bedeutet. 

Jacobi zeigt nun in seiner Dynamik, dass die absolute lebendige Kraft eines Massensystems 
gleich der relativen lebendigen Kraft des Systems in Beziehung auf den Schwerpunkt vermehrt 
um die absolute lebendige Kraft des Schwerpunktes ist. 

Unter Anwendung dieses Satzes gewinnt man für die lebendige Kraft T den Ausdruck: 



3.. 



r=*M.;(^)VtA..[(f)V(|in^.M4ir^^^]-. 



1 



2 

Für die hierin auftretenden Diflferentialquotienten S' und tj ergeben sich durch Differentiation 
der Gleichungen 1. die folgenden Werthe: 

15' = — r sm ip , i/j' -i- 8 . sin ((// -h w) . (ip' -h w') 

4 l 

{fj' = r cos t// . i//' -h 5 . cos (ip-\- (o) . (ip' H- o)'). 

Und mit Rücksicht auf die in 3. und 4. gegebenen Beziehungen erscheint die Gleichung 2. nun- 
mehr unter der Gestalt: 

Setzen wir noch A' = -- und M^ = sM^^ wo s einen Zahlenfactor bedeutet, so erhalten 

wir endgültig als erste Bewegungsgleichung: 
5. (;-2 + «^+^3 + £^|— 2r«cos«)i/;''-^4-(Af2 + e^)cü''^+2(«'^4-^3~r«co 

Zur zweiten Bewegungsgleichung verhilft hier eine der Lagrange' sehen Differentialgleichungen: 

dt Ogr; t)q^^ 

Da in unserem Falle U constant ist und überdies die lebendige Kraft das Azimuth xp 
explicite nicht enthält, so resultirt unmittelbar: 

6 '^ 7'=^ ^ 

o ip 

oder wenn wir die hierin angedeutete partielle Differentiation nach \p' ausführen: 

3/3 (r* -{- 8^ -\- Q\-\-eQ\ — 2r8 cosw) xp' -f- («^ -H ^^ — r8 cosw) w' = c 

(^ 
und schliesslich, w^enn c = -ry- gesetzt wird: 

AU 

7 (r'-f-«^+ ßj-l-«^^ — 2r* cos«) (/^'H-(52 + ßj — r^ cosw) tw' = c. 

Als Ausdruck für die Winkelgeschwindigkeit ip' resultirt hieraus direct: 

, C — {f -^ q\ — ^^^ cos ö)) ft)' 

^ 7^ -{- 8'^ -{- q\-\- sq\ — 2r*cosa)' 
wofür man mit Rücksicht auf Gleichung 5. auch schreiben kann : 

q ^' _ A' - (.' + q\) ^- 

c -h {8^ -h Q2 — ''* cosw; (o 

Aus den Gleichungen 8. und 9. fliesst nun der folgende Werth für die relative Winkel- 
geschwindigkeit (O'l 

, ^ l/ Ä^C^^ -h g' + g' -f- g g', — 2r8 cosa>) — c"^^ 

« — ± J/ (^3 _^ ^^) (,^2 ^ ^ ^>) __ ^/i ^2 cos^ ö, 

Indem wir hierin noch der Kürze halber die folgenden Bezeichnungen einführen: 

^ ^ !i±il+lL±l£l . 5 ^ (f!d:ilI(4+5^) ; c-=^; D = A-AC 

zrs r 8^ r> rsk 



bekommen wir die leichter zu übersehende Relation: 

" --VÜYf 



— COS Cü 

— cos'-'a) 



üebrigens erkennt man, dass die Constonten A, B^ C stets positiv, A and B sogar stets 
grösser als 1 sind. Auch überzeugt man sieb leicht von der Richtigkeit der Ungleichung : 

A > Vä. 

Durch Substitution des zuletzt f&r m gewonnenen Ausdrucks in Gleichung 8. erscheint tf/ 
als Function von co: 



^a ,. r« 1/^^ *•* __V *;« ) ' B — C08* 



€0 



Dividirt man diese Gleichung durch die Gleichung 11., so erh&lt man die wichtige Beziehung: 

rs ^ 

13 dy/^ ±yc l/ g-C08»tt» ^H-^gf ^^^"^ 

dia A — cosco^D — cosca 2 (-4 — cosca) 

Das positive Vorzeichen gilt, wenn ta' positiv ist, das negative, wenn m negativ ist 



Um eine Vorstellung von der interessanten Bewegung unseres Doppelpendels zu erlangen, 
wenden wir uns jetzt zu einer eingehenderen Discussion der Winkelgeschwindigkeiten. Ffir die 
relative Winkelgeschwindigkeit w hatte sich ergeben: 



1 „. = ± 1/2*: i^|H^. 

f rs f B — cos'« 



Eine leicht anzustellende Betrachtung lehrt, dass der stets positive Nenner des Radicanden 
zwischen den folgenden Grenzen liegt: 

Da der Factor V — ^^^^ ^^^^^ '^^ ^^ ^^^^ ^' ^^^U aus so lange D zwischen —1 und 

+ 00 liegt, d.h. so lange die Ungleichung: 

— 1 ^D < -hoo 
erfüllt ist. 

Hierbei sind zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden. 

Erstens. Liegt D in dem Intervall: 

-hl </)< -hoo, 

so vermag (o alle Werthe von bis 27r zu durchlaufen. Die Masse Mf oder das secundäre 
System wird, da ja an' hier nie auf den Werth Null herabsinken kann, um 0^ ununterbrochen in 
der Richtung rotiren, welche seiner Anfangsbewegung entspricht. 

Zweitens« Liegt D in dem Intervall: 

— 1 <2)<-{-l, 

so wird, wenn wir 2) = cos(; setzen, «' für « =: «r und m = 27r — a verschwinden. Der einen 



dieser beiden Lagen würde hiernach das Maximum, der anderen das Minimum von o) entsprechen. 
Und da für ein w > 27r — a die relative Winkelgeschwindigkeit imaginär ausfällt und überdies 
die relative Winkelbeschleunigung: 

^ cP (a sin CO {K — rs . cos « . co'^) 

dt^ rs{B — cos^o)) 

für ö) = (T, 2 TT — (T nicht verschwindet, so wird das Secundärsystera Jl/g, nachdem sein Schwerpunkt 
die Lage <a = 2n — er eingenommen hat, eine rückläufige Bewegung beginnen, d. h. seine Geschwin- 
digkeit negativ werden müssen, wodurch gleichzeitig das doppelte Vorzeichen seine mechanische 
Erklärung erhält. 

In dem Grenzfalle D = — 1 bleibt w während der ganzen Bewegung constant gleich n 
und in dem anderen Grenzfalle D = -\-l wird der Schwerpunkt von 3/a erst in der Lage o) = 27r 
zur Ruhe kommen. 

Im Allgemeinen erwirbt nun «' Maximal- resp. Minimalwerthe, wenn - — oder was auf 

IQ 

dasselbe hinausläuft —r^r verschwindet. 



Aus Gleichung 3. ist ersichtlich, dass -^^- zu Null wird für: 



d^ 

dt' 

0) = 0, TT, 27r, . . und für die beiden aus der Relation 



4 < cos r = 2) — \ D^ — ß zu entnehmenden Winkel: 

0) = r, 2 TT — r. 

Auch erkennt man, dass, da r mechanische Bedeutung nur dann hat, wenn D^ — - — 

ist, dieser Winkel lediglich bei vollständigen Umschwingungen des Secundärsystems in Be- 
tracht kommt. 

Um zu entscheiden, welchen von den oben angegebenen Winkelwerthen die Maxima und 
welchen die Minima der relativen Winkelgeschwindigkeit entsprechen, müssen wir auf den zweiten 

Differentialquotienten - — ^ oder, was für unseren Zweck auf dasselbe hinauskommt, auf den 
Ausdruck : 



0. 



d? (A ö)' ( 

dt 



IT == — TT\ — T \rs . sinw (sino) . (a'^ — 2 cosw . o)") -h 

3 TüiB — COS^Cö) ( ^ ^ 



cosft) (/i — 1 — sin-w) (// — r« cosw . w'^)/ 

B — cos^o) ^ 

recurriren, in welchem wie vorher w' = -r- und w" = ——- gesetzt ist. 
' dt df ^ 

Erstens. Liegt nun D in dem Intervall: 

-H 1 < 2) < -{- oo 

und setzen wir unbeschadet der Allgemeinheit unserer Untersuchung voraus, dass das Secundär- 
system positive Umschwingungen ausführt, so sind folgende Nebenfulle zu unterscheiden: 

(«) !</>< — :r-- 



Hier besitzt r keine reale Geltung und da 1 -r-^ 1 > und 1 -r-,- 1 < ist, so erwirbt die 

relative Winkelgeschwindigkeit co' bei o» = 0, 2 ti, . . . ein Minimum und bei « = n:, 3 /r, . . . ein 
Maximum. 

W — g— <Z)<oo. 

Unter dieser Bedingung ist: 

m<ri m«>- m">i 

d. h. die relative Winkelgeschwindigkeit a sinkt während eines Umlaufes zweimal und zwar bei 
(a = T und bei m = 2n — % auf ein Minimum herab, während sie in den Lagen co =0 und m=^n 
ihre beiden Maxima annimmt. 



V2K 
— • 

A o ^ I . l/2^ l/2?— 1 

7. . . „ « = 0,27r,... „ » « =<og = -H y — > r B — 1 



V2[Z) — »^2?> — 5J 



8. 



. . » w = 7ii37r,... „ „ (0=0,3 = -+-^— y^ __. 

5-4-1 
Ist übrigens D = — ^ — » ^o wird r = 0, 27r, ... und 



«i 



=^=+V^ .,=^V^^YI±3 



Bei M = 0, 27r, ... findet also das Maximum, bei co = n^ Stt, .. das Minimum von » statt. 

Macht das Secundärsystem negative Umschwingungen , so erwirbt co' in allen den Lagen 
Maximal werthe, wo für die unter (a) und (&) discutirten Fälle Minima stattfinden, und überall 
da Minimalwerthe, wo vorher Maxima erreicht werden. 

Zweitens. Liegt D in dem Intervall: 

— 1 <2)< + l, 

so besitzt «' offenbar in o» = /r sein Maximum oder sein Minimum je nachdem diese Stelle vom 
Secundärsystem in positivem oder negativem Sinne passirt wird. 

Für das Maximum gilt der Ausdruck: 



-■=+vi^-\^^-. 



für das Minimum aber hat man: 

CO 



.^ 1/2 A- l/ coscr + l 



Wir untersuchen jetzt die Winkelgeschwindigkeit ^\ mit der das primäre System Afj sich 
bewegt Um vor allem zu entscheiden, für welche Lagen des Secundärsystems die Function tf/ 
verschwindet, recurriren wir am zweckmässigsten auf die beiden in 8. und 9. des § 1 gegebenen 
Ausdrücke. Wir hatten erhalten: 
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^ , c — U^ -h q\ - - rs cos Ol)) ft)' 
9 . . lU = - ^ - ^ - - 

,0 „/- Ä' - (*'^ + ?:) «" 

C -h (6' -f- Ca — ''*' COSö>) O) 

Die Gleichung 10. lehrt, dass das Azimuth tp Maximal- resp. Minimalwerthe erwirbt, sobald 
von der relativen Winkelgeschwindigkeit w' der Werth: 



h' 

(ü 



erreicht werden kann. 



6'^ 



Substituiren wir diesen Werth für m in Gleichung 0., so muss sein: 



(«^ H- Po — rs . cos 0)) 1/ -17-— 



' - 0. 



Es wird demnach ip' eventualiter nur für einen Winkel « verschwinden können, welcher 
aus folgender Gleichung zu entnehmen ist: 



c ^/>^ -4- qI 



COSCü 

TS rS 

Wir haben jetzt wieder die beiden Fälle, wo das Secundärsystem vollständige oder wo es 
pendelartige Schwingungen vollführt, gesondert zu betrachten. 

Erstens. Macht die Masse iüg vollständige Umschwingungen um die Axe Og, so lautet 
die Bedingung für die Erreichbarkeit von w' = d: 1/ -^ j: 



n [ü±i:_,rsi+/:.i:==[i±i:+,T 

L rs J r^ a^ h L rs J 



Unter dieser Bedingung aber wird, wie man ohne Mühe erkennt, nur der aus der Gleichung: 



cos 0) = '^-i — ' ± . 1/ . . ^ = cos /J 

rs 7*s ' n 

entnommene Werth von « mechanische Bedeutung beanspruchen, wenn wir mit |c| den absoluten 
Betrag von c bezeichnen. 

Der Winkel j^ fällt reell aus für: 

I. — > 1, wenn die folgende Ungleichung erfüllt ist: 



rs 



12 !l±_£:_,<>W!l:^<*_!±^^,. 

rs rs ' n ~ rs 



.2 I ^» 



s -ho 

II. für: — < 1, wenn die Ungleichung: 

rs 



13 ,^l±^^\ilÄ^t+^^y^^-^^l 



rs rs ' h ' rs 



befriedigt ist, wie man mit Hinzuziehung der Bedingung für die Erreichbarkeit von co' = ± |/ , i 



>mittelbar findet. 



Zweitens. Im Falle einer pendelartigen Bewegung des Secundärsystems gilt als analytisches 
Kennzeichen einer reellen Amplitude: 

Damit hier «»' = ±: 1/ ^ überhaupt erreicht werden kann , muss mit Rücksicht auf 

die p. ö für »s und cas gegebenen Ausdrücke die Ungleichung gelten: 



«*+(>: g^^r , «*+g:T 



Ans alledem folgt, dass der Winkel ß allein and zwar nur dann mechanische Geltung be- 
sitzen wird, wenn: 

und ausserdem : r ^ — ^ ^ ^ ist. 

Uebrigens erhellt auch aus den vorstehenden Betrachtungen, dass unter den angegebenen 
Bedingungen für ein positives c nur: 

.■ = +V; 

für ein negatives c nur: . 

-■ = -V: 

die Winkelgeschwindigkeit tf; des primären Systems annulliren kann. 

Um ein klares Bild von der Bewegung unserer Vorrichtung zu gewinnen, ist es nothwendig, 
auch die den Lagen (» = 0, tt, t entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten des primären Systems 
zu discutiren. Erinnern wir uns zunächst, dass für stets positive Umschwingungen der Masse M^ 
M der Reihe nach folgende Werthe erlangt: 

* 1 



K 


*•+«!' 


A' 


«»+(?: 



ur «t = T, «1 = H- V — • 

' , 1/2Ä' l/ F=Pl 



V2 [D —VD*^B\ 



. .=0, ^=+Vi^y|^. 

wobei : m'i < «t < «s. 

Man hat somit ffir die Winkelgeschwindigkeit y/ folgoide Werthe: 

r\ • i .' ,< «' — («* -f- eJ — r») »i 
m a = ist V = V« = ,, \.\i_i_'».i-,^' 



16. 



" ""* » V— Vi— ^_^.,,_j_p._,_,p»_2r«C08T 

./ g' — (»* + g' -»-«•')»» 
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Diesen Ausdrücken lassen sich auch folgende Gestalten geben: 

. _ K- {h^ + q\) o.'^' 

c H- (r 4- Q.^ — rs) CÖ2 

17 I w,. _ _Allifl+ll) «'«l 

» • V'i — ^ — , — -TT, — ; 5 ^^ — 7 

c -h {s- -h Qj — ra cosr) Wi 

,/' _ A' — (^>'^ + qI) ft>3 

C -h ('S'" H- Pa 4- r*') W3 

Setzen wir w' als positiv voraus, so lehrt eine kurze vergleichende Betrachtung obiger 
Relationen, dass i^' für « = den grössten und für 00 = tt den kleinsten von allen überhaupt 
möglichen Werthen annehmen wird. Der Werth ip[ kommt für unseren Zweck nicht in Betracht, 
da die Function ip" in w = r von Null verschieden ist. 

Je nach der Beschaffenheit der in den Gleichungen IG. und 17. auftretenden Constanten 
lassen sich vier Fälle unterscheiden. 

I. Ist c positiv und ^^l, so wird 

rs 



tp2 --- je nachdem 1 - — • „ - 



c"" 



und 









8 -\- Q 

II. Ist c positiv und — < 1, so wird 

rs 



rs -^ ^ ?*^5^ h' 

2 I ^a 



^2 stets positiv ausfallen und i//!j ^ je nachdem [_1 H ^J 



'-13 ^- o2 _i_ ^« '8 



8-'-\-Q^ C 



r^s' K 



.3_|_«» 



III. Ist c negativ und — > 1, so werden 

rs 



\p\ und 1//3 immer negativ sein. 



.2_i ^2 



5 -f- p' 

IV. Ist c negativ und ^ < 1, so wird 

rs 

V'i = je nachdem 1 ^ ^- — ^-f^ • -p- , 

während 1//3 immer negativ ausfällt. 

Schwingt die secuudäre Masse M^ pendelartig hin und her, d. h. nimmt oi' bald positive, 
bald negative Werthe an, so ist das Maximum von w'; 

das Minimum aber: wl = — wi. 

Beide Werthe werden in der Lage <a=^n erworben. 

Es wird demgemäss: 

der kleinste und ' , / 3 , 2 . x , 

der grösste Werth sein, den xjj überhaupt annehmen kann. 



Im Wesentlichen lassen sich hierbei zwei verschiedene Fälle unterscheiden: 

:> -^ h' 
l. Ist c positiv, so wird ^i immer positiv ausfallen und ^jr = je nachdem «i* = -^ £ ist. 

II. Ist c negativ, so wird V'i^O je nachdem a)f? = — j, und tf/^ immer negativ. 

Aus diesen Verhältnissen möge als bemerkenswerthes Resultat hervorgehoben werden, dass 
unter umständen die Function tp' abwechselnd positive und negative Werthe annehmen kann. In 
diesem Falle wurde mithin das Azimuth ip einen Maximal- und einen Minimalwerth besitzen 
müssen. 



§in. 

Auf Grund der bisher gewonnenen Resultate wollen wir jetzt die allgemeine Form der 
Bewegung unseres Doppelpendels in ihren Hauptmomenten skizziren. 

Das Secundärsystem wird je nach der durch die Momentankräfte, die Massen- und die 
Längenverhältnisse bedingten individuellen Natur der Constanten c und A' entweder vollständige 
Umschwingungen um die Secundäraxe Oq oder aber pendelartige Oscillationen vollführen können, 
deren relative Gleichgewichtslage durch die Verticalebene Oi 0, gekennzeichnet ist. 

Haben wir es mit einer vollständigen Umschwingung des Secundärsystems zu thun, so 
wird die relative Winkelgeschwindigkeit von co = tt bis a = 2n successive dieselben Werthe an- 
nehmen wie von a}==0 bis a) = 7r, nur in umgekehrter Reihenfolge. Schwingt die Masse M^ 
pendelartig hin und her, so wird ihre relative Winkelgeschwindigkeit von (o = n bis (o = 2n — er 
in derselben Weise abnehmen wie sie von co = c bis w = n zunimmt. 

Der Specialfall Z> = + 1 vermittelt den Uebergang von vollständigen Umschwingungen zu 
einer blos pendelnden Bewegung. Das Secundärsystem wird sich mit zunehmender relativer Ge- 
schwindigkeit bis (o = n bewegen. Alsdann wird seine relative Winkelgeschwindigkeit abnehmen 
bis sie in der Lage w^=2n anf den Werth Null gesunken ist. Doch wird, wie wir später sehen 
werden, diese Ruhestation erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit erreicht werden. 

In dem anderen Grenzfalle D = — 1 bewegen sich beide Massen von Anfang an so als 
ob sie zu einem einzigen starren System mit einander vereinigt wären. Die Bewegung wird 
also eine vollkommen gleichförmige sein. — 

Aus den im vorigen Paragraphen in Bezug auf i/j% und ^4 entwickelten Verhältnissen 
schliesst man, dass die Bewegung des primären Systems eine stetige oder unstetige sein kann, 
gleichgültig ob die secundäre Masse vollständige oder blos pendelnde Oscillationen macht. 

Ist die Bewegung eine stetige, so wird das primäre System , stets in demselben Sinne 
rotirend, seine kleinste Geschwindigkeit besitzen, wenn der Schwerpunkt des Secundärsystems 
seinen grössten Abstand von der festen Axe erreicht hat, und seine grösste Geschwindigkeit, 
sobald der Schwerpunkt von M^ seinen kleinsten Abstand von der festen Axe einnimmt. 

Ist die Bewegung des primären Systems eine unstetige, so wird das Azimuth tp innerhalb 

der Periode im Allgemeinen ein Maximum und ein Minimum besitzen. Ist das Maximum von tp 

erreicht und Mi einen Augenblick zur Ruhe gelangt, so wird unmittelbar hierauf die Bewegung 

in eine rückläufige umschlagen, welche so lange anhält bis die Geschwindigkeit wiederum auf Null 

gesunken ist d. h. das Azimuth sein Minimum erworben hat. 

2 
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Alsdann wird die Bewegung wieder in ursprünglichem Sinne erfolgen und abwechselnd 
als eine vor- und rückschnellende, periodisch gleichsam von zwei Zuckungen unterbrochene er- 
scheinen. 

In dem Grenzfalle, wo die Minimalgeschwindigkeit von xp' den Werth Null hat, während 
die Maximalgeschwindigkeit positiv ist, oder wo das Maximum von xp' Null und das Minimum 
negativ ist, fällt das Minimum des Azimuths mit seinem Maximum zusammen. Es wird mithin 
auch hier eine zuckende Bewegung auftreten, welche sich indess von der vorher beschriebenen 
dadurch unterscheidet, dass sie hier nicht bald als eine vorwärts, bald als eine rückwärts sprin- 
gende, sondern vielmehr als eine stets in ursprunglichem Richtungssinne weiterschreitende Bewegung 
sich darstellt, welche periodisch nur einmal zur Ruhe gelangt. 

Ist das Maximum der Winkelgeschwindigkeit des primären Systems positiv und das Minimum 
Null, so wird von der Masse M^ die Ruhestation erreicht w^erden, wenn der Schwerpunkt der 
secundären Masse seinen grössten Abstand von der festen Axe besitzt. 

Ist das Maximum von xp' Null und das Minimum negativ, so wird das primäre System 
zur Ruhe kommen, sobald der Schwerpunkt der Masse .I/2 sich in seiner Minimaldistanz von der 
festen Are befindet. 

In den übrigen Fällen wird die ruckweise Aenderung der Bewegung des primären Systems 
eintreten, sobald co = d: ß geworden ist, wo ß aus der Gleichung resultirt: 

QOSß = — ^ — -1/ - j,-^ 
rs i'ö' ' h 

Handelt es sich um eine pendelnde Bewegung des Secundärsystems, so werden sich am 
primären System dieselben Erscheinungen zeigen können. Nur wird hier, da w den Werth 2n 
nicht erreicht, das Maximum resp. Minimum von ip' für (M) = n erworben werden, je nachdem 
der Schwerpunkt der Masse J/, diese Lage in positivem oder negativem Richtungssinne passirt. 

Wir kehren nunmehr zu den im § I unter IL und 13. gegebenen Relationen zurück. Es 
hatte sich ergeben: 



7 il/^*^^' 1/^^ — cos-« , 

r '2 h r D — cos « 



2 K ^ D — COS O) 

Die Integration liefert unmittelbar: 



Vrs P*^'l/ß — cos'^ö) , 
2h ^ ' D — cos o) 



1 

Wo 

wenn wir mit «0 die Anfangslage des Secundärsystems bezeichnen. 
Der Formel 13. geben wir die Gestalt: 



dxp ±V6' l/i? — cos^w r^-hf^ 



1/^ 

^ D — 



'•* .B 



d iA A — coso)^ D — cosw 2(^ — cosw) 2 

Und hieraus fliesst durch Integration: 



2 ^ L ""(' ^1 — 1 "^ 2 )J 2 tJ A — coso)" D — cosw 



Wo Wo 
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worin oio and ^o die den Anfangslagen entsprechenden Winkelwerthe bedeuten and gesetzt ist: 

Durch die beiden Relationen 1. und 2. ist unser Problem in seiner ganzen Allgemeinheit 
gelöst. Was die in jenen Formeln auftretenden Integrale betrifft, so gehören dieselben zu den 
hyperelliptischen oder Abel'schen vom Geschlechte 2. 

Wir wollen die Integrale nunmehr für sich betrachten und zu diesem Zwecke der Kürze 
halber der folgenden Bezeichnungen uns bedienen: 

tj ^ D — coso» tJ -4 — cos« f D — COSC0 

Setzen wir z = cos oo, so wird: 

3 j =- r ^ (^ - ^') ^^ 

i S{l-z^){D-z){B-z^) 

4 J- f {B-^)dz 

i {Ä-z)S(l-z*){,D-z)iB-z') 



Zunächst mögen diese Integrale in die von Rosenhain und Prym aufgestellte canonische 
Form transformirt werden. 

I. Für den Fall: 1 <2)<H-c» wählen wir die Substitution: 

. D-^z V 5 - 1 

O X = -r=z • • • 

Vß — 2)— 1 

Alsdann ist für z = SBy ä? = oo 

„ Z =^ Dy X = 

„ Z = ly X = l 

A A • f" 1 ^1 Z) 4- 1 V Ä — 1 
und es möge sem xmx z =^ — 1, ar = — = -.^ . 

X« Vi? 4-1 2?— 1 

.-5 1 Vß+Z) Vß— 1 

i? 2\B D — l 

1 VB—1 

„ z =^ oo, a = — = • 

fi^ D — l 

Man erkennt, dass, so lange 1 < D < +<», zwischen den Moduln die folgende Beziehung 
besteht : < f*' < A^ < jc» < 1. 

Die Integrale selbst nehmen die Form an: 

J (l-i*'«)VZ J ia — s)\X 

2* 
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worin gesetzt ist: 



-D)-V '"^'' 



b = -i{\B-D)-\ - '"" ^"^ U = 



(V/i — 1)(Z>+1) n^{A — Mi) 

A — D 



2 



a = =iT- \ X = \ x .1 — X , 1 — x^ .V . 1 — A^ .r . 1 — u' j?, 

Aus der Gestalt der Integrale ist unmittelbar ersichtlich, dass J, für a^ = —r algebraisch 

unendlich, Ja aber für ^ = a logaritlimisch unendlich wird. Jj ist daher ein hyperelliptisches 
Integral 2ter Gattung, J^ aber ein hyperelliptisches Integral 3ter Gattung. 

la. In dem einen Falle, wo D = ]B ist, wird die hier angewendete Substitution un- 
brauchbar. 

Die Integrale nehmen indess schon sofort folgende einfachere Gestalten an: 

J.= \ V Vß-f-cosw rfw J'2= \ -4 ^- ^ \'ß -hCOi^O). 

J ^ A — cos 0) 

Wo Wo 

Wird hierin (ü = 2<p gesetzt, so erhält man für: 



2 V 2 i*'^ . 

8 .-1^4., 



2 V 2 P'' ^ 

Ji = — I Vi — X' sin^ (f d(f^ 



worin der Modul x^ den Werth besitzt: 



.2 



Ja aber erscheint unter der Form: 

nVYL, x\ C"^ d(p x^ ^'f d(f 



ö» • t/o — - 



1(1 +f!) r_____^____..__.'^ r 

I 71 e/ (1 -{- 7i sin^ f/) \ 1 — x' sin- w n «-' V 1 



^ V n ^ (\ -\- n sin^ y) \ 1 — x' sin'- ip n «-' V 1 — x- sin^ ^. 

worin n = -^ — - gesetzt ist. 

t/i hat also den Charakter eines elliptischen Integrals II. Gattung, Ja den eines elliptischen 
Integrals III. Gattung. 

IL Liegt D in dem Intervall: — l<Z)<:-f-l, so bedienen wir uns der folgenden 

Substitution : 

\ —z \ B-D 
^ =-----._ - 

\ B — z \ — D 
Sodann ist für z = \ 7i, .v = oo 



10. 



und es sei 



für z — — 1 , 


.r — 

o 




1 


„ Z--MJ, 


X ■ : 




1 


r — oo 





1 _ 2 _.l'^_^'ö 

~ T/? -f- r 1 — z» 

2 Mi ' \ —D 

~ 1— z> • 
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Auch hier ist unter der Bedingung, dass : — 1 < 2) -< -f- 1 die Beziehung : 0<f**<il*<x"<l 
erfüllt 

Ffir die beiden Integrale selbst erhalten wir folgende Ausdrficke: 



^^ il-(.'x)SX' ej («-x)VZ 



worin gesetzt ist: 



^ ' 2(Vß+l)(VJ»-Z)) ^»U— Vß) tk*{A — SB) 

IIa. Besitzt D den Wertb 1, so verliert die unter II benutzte Substitution ihre Gfiltigkeit. 
Wir gehen daher von der nrsprfinglichen Form der Integrale ans: 

J (l-z)\(l-^z)(B-z*y J iA-z)m+z)iB-^) 

Behufs Transformation dieser Integrale auf die Normalform führen wir statt z eine Hülfs- 
variabele q> ein, so dass: 

,^ ., 2V5 l-^z 1 l-hz 

1 D Sin' f) = 



wenn wir setzen: x^ =^ 






2Vß 

Aus Gleichung 13. wird hiernach: 
16 jr^ ^-1 \ f^ ^»dy ^ 1_ f^ sinydy j 

wenn gesetzt wird: 
17 ni = 5 X* und -^'y = 1 — x'sin'9). 

Für «/, erhalten wir aber mit Rücksicht auf die leicht zu verificirende Identität: 

B — z^ 1 SA^ — B B—1 ) ^ 



(A — z)(\—z) A—\ \ A — z l—z 
den folgenden Ausdruck: 

18. ^.- ^_ r^ 1 _)2(^'-g) f^_£s^^5^+(ß_i) r_^£i5L_|, 

V2V5 y^ ^9 (^ — l)V2V5l ^+1 *J H-w,8in»9) y, H-n,8in>) 

worin gesetzt ist: 
19 -^+^ ^ 

9^0 bedeutet in diesen Relationen den der Anfangslage z^ entsprechenden Werth von 9. 
Beachtet man nun, dass allgemein: 

r*y Jtpdtp _ n + x» P^ dy ^ r*^ rfy 

J 1+nsin'y n J (l4-nsin'y)^y nj ^y 

To To Vo 
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und: 



J 



Yo 



•'^ sin^ (f d(f 1 






J^(f 



.'2 



sin y cos (/5 

;/7| 



sin f/i, cos (/■„ 



>? 



so resultirt schliesslich für J, : 



fV/^ — 1 



20. 



^. = - - 



li- 1 
V 2 \ Zi 



V/i 



iZi 



1 . f- 

1 J (1 
'fi, 

2 Fsi 
-11" 



a 



w 



sin f^ cosff 



^7"u 



H ; I ^if d(f 4- 



Sin </a cos (fo 



J<f 



] 



Vü 



und für J, 



f2 {A — ^B) 



21. 



y,= - 



Vß 



vi+i 



/ 



d(p 



'fo 



, ^ 



U-l)^2Vi/ 



J-»7 



(1 -f-/i-2sin'''(/-)^yy 
d(f 



70 



(1 -hnisiu-f/')z/y 



> • 



Es führt also auch dieser Specialfall auf elliptische Transcendente. — 

Was übrigens die untere Grenze .r^ der unter I und II besprochenen hyperelliptischen 
Integrale betrifft, so möge .ro=l gewählt werden, d. h. im Falle vollständiger Umläufe Wü = 
und im Falle einer blos pendelnden Bewegung Wo = ö". 

Aus den Relationen G. 7. 11. 12. erkennt man, dass unser Integral Jn im allgemeinen Falle 
zu der Klasse von Integralen gehört, welche bereits von Brill in der Abhandlung (Grelle Bd. G5): 
„Ueber diejenigen Curven, deren Goordinaten sich als hyperelliptisehe Functionen eines Parameters 
darstellen lassen", untersucht worden sind. Direct können wir freilich die dort gewonnenen Re- 
sultate nicht verwerthen, da Brill als untere Grenze der Integrale den Werth Null annimmt und 
überdies in jenen Entwickelungen sich einige Versehen eingeschlichen haben, welche zum Theil 
die Richtigkeit des endgültigen in Formel 5. zusammengefassten Ergebnisses alteriren. Wir 
wollen daher auf einem anderen Wege die Darstellung der AbePscIien Integrale bewirken, indem 
wir gleichzeitig von einer Notiz Gebrauch machen , welche Brill in der citirten Abhandlung ge- 
legentlich giebt. Auch dürften hier einige knappe Bemerkungen hinsichtlich der algebraischen 
Darstellung von Thetaquotienten nicht unerwünscht sein, zumal im Laufe unserer Entwickelangen 
gewisse Thetarelationen vielfach Anwendung linden werden. 



Die dieser Abhandlung beigefügte Tafel II enthält gewisse Formeln, deren Berechnung so- 
wohl mittelst rein algebraischer Methoden als auch mit Hülfe Rieraann'scher Principien gelingt. 
In der Preisschrift: „Memoire sur les fonctions de deux variables et ä quatre periodes",- zeigt 
Rosenhain, wie man die gewissen Thetacpiotienten entsprechenden algel)raischen Ausdrücke durch 
reine Rechnung finden kann, während solche Relationen andererseits mittelst Riemann'scher 
Theorien von Prym in seiner Dissertation: „Nova theoria functionum ultraellipticarum'' entwickelt 
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worden sind. Wenn wir nns für die letztere Methode entscheiden, legen wir zweckmässig nnseren 
Betracbtangen eine zweiblättrige Riemann'scbe Fläche T zu Grande, deren Verzweigungsart in 
nachstehender Figar skizzirt ist. 




Die beiden linearanabhängigen Integrale I. Gattung seien : 






1 1 

J3i, Ci, 2}i, 6i bedeuten gewisse Constante, welche so bestimmt sind, dass die Integrale u 
und u die folgenden Periodicitätsmoduln besitzen: 



u 


1 
u 


am 


Querschnitt: 


in 







a, 


«11 


a« 




fti 


«u 


o» 




<h 





ITT 




b. 



wobei wegen der Convergenz der Thetareihe die Grössen an, Oi^, a«, 0,9 alle als reell voraus- 
gesetzt sind und ausserdem: a^s = Oai, an < 0, as3<0, a\^ — an . o» < 0. 

Hieraus folgt, dass: 
1 

Oll 

2 



.P"=-f'J'"'^-=-f-vJ'"^«=-f-T- J"""""— Y- j'^-=-y- 



2 



^.=0, yi^=.-^-^. j-i...»^-!-^./..»'!-!-. p ~— f • 



Der Werth des von 1 bis -j hinerstreckten Integrals ist dadurch ermittelt, dass man aber eine 

in sich zurückkehrende Gurve integrirt, die vollständig im oberen Blatte verläuft und sämmtliche Ver- 
zweigangspunkte umschliesst. Das über diese Gurve hinerstreckte Integral ist dann gleich Null 
zu setzen. Für die Gonstanten £1, Ci, £1, C[ giebt Rosenhain in seiner Preisscbrift p. 433 folgende 
Ausdrücke: 



Ö^XI 



Ol 



ö^j; 



Ol 



Öm' 



9 D _^ 

^ *^l Q,00 «Ol «00 > 



2Ä1 = 



8 



u 



aOO 0,01 AI 
V 00 • V 00 • Vi 



Ol 



8*1! 



Ol 



AlO All AlO 
Q /^ ^01 • V 00 . VOO 



du' 



aOO nOl aOO aOO aOI aOO 
t/^00 • V 00 • V Ol V 00 • ^00 • ^01 



00 » 



AlO All AlO 

^y pt ^01 • voo • VqO 



9 



u 



aOO aOI aOO aOO aOI aOO 
VQO • V 00 • voi V 00 • V 00 • vot 
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worin gesetzt ist: 



dd- 



[' 



'] 



ö^ rd^(u,u') 



du L du J,,==,,' = o ö?/ L Ö2^ -„^./^o 



;=[ 



] 



Die Bedeutung der hier vorkommenden Thetas ist aus der Tafel I ersichtlich. Die Argu- 
mente u und u sind zwei linearunabhängige Integrale erster Gattung. 

In der Folge werden wir stets auf die in der Tafel I kurz zusammengestellten Eigenschaften 
der Thetafunction Bezug nehmen. Als besonders wichtig möge hier nur hervorgeheben werden, 
dass sich nach Riemann die unteren Grenzen der als Argumente auftretenden Integrale erster 
Gattung stets so bestimmen lassen, dass jede der 16 Thetafunctionen identisch verschwindet. 

Unter der Annahme, dass die unteren Grenzen der Integrale w, ti gleich sind, hat man: 



& (u — e^ u — e) = 0^ für 



\a;^ \ X = .r,, \ Xi 



.2?, ' X = tr2, \ X^ 
wenn die Constanten ^, e folgenden Congruenzen genügen: 



e e 



^ \ du -h \ du 



kl I I du -f- I du 



K<im 



kl und k^ sind Constante, welche bis auf Vielfache der Periodicitätsmoduln bestimmt sind durch: 



X.CO) ..(0) (0) (0) 

/*^i /*^-> /"*<^i r#^i 

i'i , ^"2 ^ — I du — I J?^ I — I du — I du\ 

s ( i i 

worin durch c^^^, 4^^ die Nullpunkte der Function ^^ ( I Jw, \ du) repräsentirt werden mögen. 
(Man vergleiche hierzu Weber: „AbeFsche Functionen", p. 74.) 



In unserem Falle ist «= 1, und da: 



rix r^x 



1 



0» für 



X 



X 



oo 



so ist: 






a,.- 



12 



17V 



2 2 



«22 

2 



und demnach 



. ( r... - p. - p. ^-_ 1-, j:,. - p _ f j.. ^'i- «1). 0. 



d. b. es ist identisch: 



\ x^\ X = Xi. \Xi 
für ' _ _1 

( Xy \ X = X2y \ X>2 



f*x rix 

2 ^u ( I <^«, ) dti)=Ö' für jedes o?. 
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Die Berechnang der in den Tafeln II und III gegebenen Formeln läset sich nun mit 
Hülfe des Prym'schen Verfahrens auf folgende sehr einfache Weise bewirken. 



Betrachten wir den übrigens beliebigen Thetaquotienten 



3 r] ^ , 

worin u, u die beiden schon erwähnten Integrale erster Gattung bedeuten, so zeigt sich, dass 
derselbe auf der ganzen Riemann'schen Fläche T' überall, selbst beim üeberschreiten der Quer- 
schoitte, eindeutig und stetig bleibt, dass er sich somit als eine wie die Fläche T verzweigte 

Function durch einen aus x und VX rational zusammengesetzten Ausdruck darstellen lassen muss. 

Bei der Bildung eines solchen algebraischen Ausdrucks hat man vor Allem darauf Bedacht 
zu nehmen, dass derselbe in denselben Punkten und daselbst auch von derselben Ordnung Null 
resp. unendlich wird wie der gerade in Rede stehende Thetaquotient. 

Jede wie die Fläche T' verzweigte algebraische Function wird aber in der allgemeinen Form : 

m H 

' _p_ 

m n p 

enthalten sein, wenn mit /(^), <p (a), F{a) rationale ganze Functionen von a bezeichnet 
werden, welche beziehlich vom mten, nten oder i^ten Grade sind. 

In 3. wollen wir nun zum Nenner die Function ^^| (u, u) wählen, so dass r\ nunmehr für 

p 
x = l und « = — oo unendlich von der zweiten Ordnung wird. Wählen wir in 4. F(a) = 1 — «, 

so wird der Nenner von R] ebenso wie der Nenner von r] in den Punkten x = l und « = — oo 

Null von der 2ten Ordnung. 

Damit also R] selbst für a = — oo unendlich von der zweiten Ordnung werde, muss der 
Zähler im Allgemeinen so gebaut sein, dass er für « = — oo höchstens von der vierten Ordnung 

unendlich werden kann. Nun aber wird die Function ^X allein schon im Punkte a= — oo von 

n m 

der fünften Ordnung unendlich und demgemäss muss (p(x) = und / {a) eine aus a rational 
zusammengesetzte algebraische Function vom zweiten Grade sein. 

2 

Bestimmt man jetzt die in / (a) auftretenden Constanten so, dass R\ in denselben Punkten 
und daselbst auch von derselben Ordnung Null wird wie r', so kann man setzen: 

wo c eine Constante bedeutet 

Wählen wir beispielsweise die specielle Function: 

., _ k (») 

8 



♦•. 
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_ 1_ 

worin das zweite Argument weggelassen ist, so wird dieser Quotient, da i^n°('0 = ^^ ^^^ 

und &u (u) = 0' für j ~ ~ °° 

(^ = 1 

in den Punkten »r = — „, ^rr Null von der zweiten Ordnung und in den Punkten x=\, — oo 

unendlich von der zweiten Ordnung. 

Ohne Schwierigkeit lässt sich aber eine aus x zusammengesetzte Function bilden, welche 
dieselben Eigenschaften besitzt, nämlich: 

(1 — A^x)(l —fi'a:) 



man hat demnach: 



1 —X 



o C 



• -— ■ 



l—X 



K («) 

Um die Constante c zu bestimmen, setzen wir hierin: 

x = „ , dann wird: ., - = c - — - , 
und ferner: 

Aus beiden Gleichungen ergiebt sich für c der Werth: 

X Xi 



wenn gesetzt wird: 

xj = 1 X^ ;i^ = x' }? jU<^ = x' [3? ^ 

und somit hat man schliesslich: 

h';\{xi) XX, (i — A^c)(l —[3?x) 
■— — - _^__^__^^ , , 

K ('0 ^'^ • ^'^ ^ "~ ^'^ 

In ganz analoger Weise sind aus den Null- und Unendlichkeitspunkten der verschiedenen 
Thetaquotienten die übrigen in der Tafel II gegebenen Relationen gewonnen worden. 

Bei der Aufstellung der Formeln, welche die Tafel HI enthält, sind zwei verschiedene Wege 
eingeschlagen. Diejenigen Formeln, in denen die Tlietafunction des Zählers ungerade ist, lassen 
sich auf dem vorhin angedeuteten Wege ebenfalls finden. Bei denjenigen Formeln indess, in 
denen als Zähler eine gerade Thetafunction auftritt, gestaltet sich der Entwickelungsgang fol- 
gendermassen. 

In dem Ausdruck: 

^':; !f («. -H «,) 



.,.- — * 1 '> 



2 



^i'i (^1 + «^a) 
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in welchem «i «i + «, «2 ^ mod. 2 

und /»*i r»^a r»^i r*^8 

11 11 

wird der Nenner als Function von (Si lür die beiden Punkte ^i, MXi = a?,, — V Jf, und «i, VX» = — oo 
Null von der zweiten Ordnan^; ausserdem verschwindet der Zähler als Function von Xx in zwei von 
der Wahl der Thetacharakteristik abhängigen Punkten. Analoges findet für r\ statt, wenn man 
diesen Ausdruck als Function von a^ betrachtet; es werden hierbei Xy und x^ nur ihre Rollen 
vertauschen. 

Die zu bildende algebraische Function wird mithin in Bezug auf x^ und x^^ SXi und V^ 
völlig symmetrisch sein müssen. 

Betrachten wir zunächst wiederum r\ als Function von xi^ VXi, so muss der aufzustellende 

algebraische Ausdruck vor Allem unendlich von der zweiten Ordnung für ä?i, \'x7=a?,, — VXj 

und für a?i, VZ» = — oo werden. 

Als eine mit der Fläche T gleichverzweigte Function wird r\ in der allgemeinen Form 
enthalten sein: 



m 



' (a?i — x^y 

Der Nenner {x^ — x^ wird nun für xi = — oo von der 4ten Ordnung Null. 
Was den Zähler anlangt, so ist für d?i = — oo, VZi : oo* 



if {x^ : oo*- 



m 



Hieraus folgt, dass, wenn R\ für oti = — oo von der zweiten Ordnung unendlich werden 
soll, 9n = 3 und n = zu wählen ist. Infolgedessen können wir setzen : 

^ ^' (^:^^^ ' 



worin die mit c bezeichneten Grössen Functionen von x^ und VX^ sind. 

I. Der in 6. für R\ gegebene Ausdruck muss nun in Bezug auf ^i, x^^ VXi, V^ sym* 
metrisch sein; wir haben also dadurch die speciellere Form: 

8 8 8 



8 



{xi — x^y 



worin die y gewisse Gonstante und /{xi^x^) eine in Bezug auf xi und x^ symmetrische Function 
3ten Grades bedeutet. 

IL Setzt man für x^ einen Verzweigungspunkt, so nimmt unser Thetaquotient Formen an, 

die bereits in Tafel I dargestellt sind und die der allgemeine Ausdruck: 

^i_ pa^'hpiX'^Pi 

' qa^-hqix-hqi 

sämmtlich implicirt, falls die Constanten p^ pi, p,, $, qi, q^ auch Null sein können. 

3* 
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Setzt man in R] für x^ einen der Verzweigungspunkte: 0, 1, -^, ^, — ^, so muss die 



1 J_ 2 



dadurch entstehende Form identisch mit r] und somit unabhängig von V ^"1 werden. Die Function 

3 
/(^a) kann aber nicht für mehr als für 3 Wurzeln verschwinden; wir haben demnach für ^a = 

und für Rl die Gestalt: 

3 

^ ^' = ^ j^;^.r 

III. Der Nenner des in 8. gewonnenen Ausdrucks ist unabhängig von ^ X^ und ^ X^ und 

wird demzufolge, als Function von Xi, ^ X^ betrachtet, für die beiden bei ^a im oberen und 

unteren Blatte liegenden Punkte; Xi^ ^A'i = cra, ± ' X3 verschwinden. Unser Thetaquotient 

ist aber im Punkte »Ti, +^Xi = ^a, ^-^-X'j endlich. 

3 



In R] muss daher /{x^^a:^ in seinen Constauten so bestimmt werden, dass der Zähler 
von R\ im Punkte x^, ^-X'i = .r2, -\-^ X^ Null von der zweiten Ordnung wird. 

3^_ 

Wir wollen nunmehr die Function f {x^yv^ berechnen. 

3 
Da /(xi^x^) eine symmetrische Function in Bezug auf Xi und x^ und zwar vom 3ten Grade 
sein soll, so hat man: 

33| /3a, 23\|_/1_| 3\ 

3 ( «1 '^, ^2 + fla U, '^\ + ^i ^' J + ^3 (-^1 ^2 + Xi xj 

9. . . . f(Xi^x^) = ' -\- a^ x\ x\ -\r Ö5 {A + ^D + «6 (*^i *^a + ^\ «^'a) + 

( 4- 07 (^1 4- .rj) 4- «8 ^1 «^2 4- «y ('i'i 4- x^ 4- «10 

Die Constanten a sind sämmtlich unabhängig von xx^ x^. Damit die unter III angegebene 

Bedingung erfüllt sei, muss sein: 

3 

10 2yY\+f{^^=i\ 

worin 

* ^\ = p A — {p 4- ;>,) x\ 4- ipx 4- p^) x\ — (1 4- p^ x\ 4- x^ , 

wenn gesetzt wird: 

p = xU>- Pj = xU^ 4- x^ .a^ 4- i? |u.' ;?2 = x^ 4- /' 4- ^\ 

Da die Gleichung 10. für jeden Werth von .ri erfüllt sein muss, so ergeben sich für die 
Constanten a folgende Werthe: 

aj = 0, a^ = —p^ ß^ = _ 2 «3 4- 2p 4- 2px 0^6 = — ^5 — Pi — P^ 

a^ = — 2^7 4- 2 4- 2/;3 cfg = — 1 «10 = 0, 
worin die 3 Constanten ag, «5, a^ noch unbestimmt sind. 

Bezeichnen wir den Ausdruck, welcher aus Gleichung 9. durch Substitution der oben er- 
haltenen Werthe entsteht, m\t/(xx^xn\ so ist für alle zehn ;•', in denen der Zähler eine gerade 
Charakteristik besitzt: 

Ij ^'I'. !-! ("' -^ "'^ ^ ^. . 2 vir; . \X; -hf (.r. , ;r,) 



^:: (*'. + «,) (■'■' - ■''^'' 
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Setzen wir hierin beispielsweise: 
*. = 0, so wird: ^'^^Vl>^"'^^g.-l + a.ar.-t-a,^: 

and 

Für die beiden linken Seiten lassen sich aus der Tafel II die entsprechenden algebraischen 
Aasdrücke entnehmen. Und alsdann liefert eine blosse Vergleichnng die Werthe für die Constanten 
a,, ^5, o^. Es ist wohl überflüssig, den Algorithmus an einem speciellen Falle zu exem- 
plificiren. 

Zum Ausgangspunkt unserer weiteren Betrachtungen wählen wir die von Brill in der 
citirten Abhandlung gegebene Beziehung: 

Hierin bedeutet c eine Constante. Ausserdem ist gesetzt: 

a = «1 -t- «2 = I du 4- I du'j w = 1*1 -H tij = l du -f- \ du 

11 11 

a = ai-h a%= I dw' 4- I du; ^ = wi -+- ug = I du 4- I di*'. 

11 11 

Aus der Relation 1. resultirt nun unmittelbar die folgende Formel: 

p o, . 1 — Os . 1 — x*ai . 1 — X^Gi , 1 — fA^üi — ^ai . 1 — Ci . 1 — «^a, . 1 — A'tf, . 1 — /»'oj"]* 
+ Xj«, • I ^J — 

[^a^ . 1 — a^ . 1 — x^Ä?! . 1 — i'a?i . 1 — fi^Ä?! — ' ;fi . 1 — Xt . 1 — «*«, . 1 — X^a^ . 1 — f** ^i1 
^7^^^; -i' 

Setzen wir a, = 0, so wird: 
3 = ^ . ^'' (^> + «t + «>) ^n («1 — ^1 — «») _ (gl — ^i) (gl — ^f) , 

f«,=o)' i;;(«i)i:;(t^i+t^) ^ 

Zunächst differenziren wir lg;; nach a und dann nach a; multipliciren die beiden so er- 
haltenen Gleichungen mit du resp. du' und addiren sie. Alsdann kommt: 

da oa &^^{u — a) oa oa 



22 



Nun ist: 



du 






9 



ö 



Die hierin auftretenden partiellen Derivirten ^-\ ir~^' * ' * ergeben sich aus: 



9 « ' 9 a' 



d 



Jh 



a 






( \ (fo 



düc 



da 






düi 



B\ + C[ a. 



Jflj , 



worin gesetzt ist: 



^ A = ' a . 1 — a , 1 — x'^a , 1 — A'^a . 1 — iu-^ a ; 



nämlich: 



5. 



• • < 



9«, 
97 

9 a, 



(B\ + Cla,)yj^ 



(ß;-f-G'«,)^^l, 



9«^ 

{a,-ad{HiCl-B\C\y 9« ~' 

(/A + C, «,)J\i7 9 £„ _ 

(oj — a,)(ß|6'i — y/iC',)' 9« («5 — rt,)(/ii6'i — -ßi C'i) 



(«,-a,)(/Ac;-/iic;) 

(ü,+6>,)Vj; 



Demnach nimmt jetzt die Gleichung 4. die folgende Gestalt an: 

d Ig m^^ - ^^^^ du - ^tM ,,, = 



Kx 0^ — «) 

du 



9 



oa 



9 a' 



^^^^X^rr 



OlRZ 






dti 



\^\^X 



'^Iff/ 



( \{n r' — JrTM ) ?\ — (^^1 "^ ^ '» "1) ^ "^3 ^ — (/^i -f- t'i «2) V ^i . 

(fla — ai;(/iiCi — /JiCj 00.2 c)öi : 

Beachtet man die Identität: 

(/?! + C, X,) (B[ -f- C; .Vi) - (7^1 + C; .r„) (/?, + C; u^,) = (.r,- - .r J (7?, C[ - ßi CO, 
so erhält man nach einiger Rechnung: 



6. .lg^^-±5)_^^(«),, 

O ,.01 



-^ol (« — «) 



9 



(ZU = 

9 a' 



1 



\ 



dxi 



rfj-j ) 



,^..-,- + /r,-----^, 



worin gesetzt ist; 



und 



/fi = C'^. — a,) \'A ' TT- — (^, — «,) yÄ - - - 



9«! 



K, = (u-a — a^) \A, . ^^ — (a-3 — a.) V^, 



9a, 



9af 



9^0 



In Formel 6. möge nunmehr «2 = gewählt werden. Alsdann ist: 



[*^-li]=''"'^"-('--:?) 



[ 



VA,. 



9^3 



]=- 



V^,. 



a. 



«2 = 03 = 

und demgemäss haben wir für Ki und Äg die Werthe: 

^ _ («1 — ^2) -gl ^ y-^ ^ _ (^1 — «'^i) ^a 



. VA. 
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Die Formel 6. aber verwandelt sich in die wichtige Beziehang: 

j j^ ^:; (« -t- g.) 8igi;;(«.) ^^ 8 ig ^;; («0 ^^, ^ VÄ | x,dx, _^ ^ ^dx. 



iDtegriren wir diese DifferentialgleichuDg, so resultirt: 



a .. . a 









Zar BestimmuDg der additiven Constanten setzen wir hierin ^^ = ^^ = 1. Dann erscheint 

rt Ol / . \ /\ 

der Qaotient -Ar? H unter der Form -;r- Durch DiiFerentiation des Zählers und des Nenners 

^.i(«* — «i) 

nach at ergiebt sich indess, dass dieser Quotient für ai = a^=^l den Werth 1 hat, dass mithin 
const == zu setzen ist 

Aus der unter 7. gewonnenen Gleichung lassen sich sehr einfach analoge Relationen für 
diejenigen Transcendenten III. Gattung herleiten , in denen der Zähler des unter dem Integral- 
zeichen stehenden Ausdrucks eine AbePsche Function ist. 

Man braucht zu der Gleichung 7. nur die folgende identische Gleichung zu addiren: 
c\ Ai Cl du — Ct du c V-4| tat — w^ dasi . ^i — ^i da^ ) 

• • r^ / • — ■ f^ • — \ y 

ai Bi C'x — B\ Cl Ol (öl — Xx VXi Ol — a^ \ JL^ ) 

worin c = — — - gesetzt ist und v irgend einen der Verzweigungspunkte: 0, 1, -3 , -r^ , — , — 00 

repräsentire. 

Dadurch gewinnt man ohne Mühe die allgemeinere Relation: 

R . K {u + ax) [ 9 lg K («0 v.a.SÄ 1 

'8*:;(u-«0 L 9 a, ax{y-ax){B,Ci-ffxCx)r 

r 9ig;»;;(aO y.a.VÄ ] . 

L 9al '^ a,{y — ax){BxC[ — B\C;)\ 

rAi I p y — ^1 daj ^ ^y ~ ^ , daf ) 

— üx 'y aj — Wx y/Xi Y ^1 — *« VJTj' 

Uebrigens kOnnen die durch die eckigen Klammern eingeschlossenen Ausdrucke mit Ruck- 
sicht auf die in Tafel III gegebenen Relationen 16. bis 23. noch wesentlich vereinfacht werden. 

Setzen wir v = — , so erhalten wir die Formel: 









— X^x^ da^ 



üi — Xi MXi Y üx — x^ I X^ 



^ 1 -_y « . I,, K (« + «.) P lg ^n («0 gl' VA 1 ^ 

VA r *:;(«-«,) L Öa, a, (1 — A» o,) (ß, C/ — Äi C,)J 

L da'x ^0,(1— A»aO(ßx6'i — fiiC.)J ) 
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Oder: 



10 









i — ;i»«,(,_^:; («-+-«,) 






"^"K" — «1) 



8 lg ^;;(«.) , 9ig^:!(«,) 

U • M • 



9«i 



ö 



«1 



Wir beschäftigen uns jetzt mit der Darstellung desjenigen Integrals II. Gattung, welches 
wie Ji im Punkte — r algebraisch unendlich wird. Ein solches Integral lässt sich direct aus 



^ 



1 



Formel 10. herleiten. Man braucht darin nur a^ = -^ zu setzen. Da indess dabei die rechte 

Seite jener Formel die unbestimmte Form — annimmt, so muss man erst nach den bekannten 
Methoden den wahren Werth jenes Ausdrucks ermitteln. 



Für ai = — r wird aus 10.: 



11 



J 1 — /i'^i * VXi "^ J 1 — iti'a'2 * Sx 



=v 



/*» — X' 



° ^*°I (m — «,) 



M 



9ig^::(a,) ., oig^::(«,) 



0«i 



w 



9ai 



0*' -!)(/.*'- x') 



Vi — "' 



/* «1 



/ 



a 



'"/*' 






1 



a lg ^^:; (« + «.) , 9 lg K (« - «.) 



9 



j< 



9w 



— 2 



M • - 



9^ lg *::(«.) 



9a! 



— 2u 



, 9Mg^::(aO^/«i 



9a, 9ai J da 



] 



(i^'-l)0*'-x») 



f*' 



2 M — /t'a, 



1/ t^j^^!— 



i 



9ig^-(«-h«,) , 9 lg ^:; («-«.) 



9w' 



9w' 



— 2w 



9!m::_(«i) 

9«! 9a'i 



— 2m 



, 9Mg^::(«,)i<f«;i 



9«;» 






da- 



1 



Und hierin ist rechter Hand a. = „ zu setzen. 
Zunächst ist: 



dux 
dui 



I*' 



Vi — "' 



^ «I 



ß.i<*^-H<:', 



Viu," — 1 . ,»' — A' • ft" — x' 



a 



• — -2 



/^^ 



2 V 1 — /t^ai 



(fai 



/^^ 



Vi — fjL^ai 



B[fi'-^Ci 



\y— i.(i^ — x'.(jk^ — i^ 



a 



1 — "^ 






»:i{v + J'^V«) = e ^ . ^::(«) ^:; (*' + J*'"V«) = 



011 f 71 



1 



Ki^-J^'^du) 



a 



11 



/ n 



-4+2--- 



• ^;:w- 
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Allgemein hat man ferner: 



8» lg ^ (tt) ^ 8«* 
8tt» * («) 

Nnn ist aber: 




8»d(tt) 8*(i«) 8*(tt) 



8*lg^(«) ^ 8« 8«' 
8« 8«' "~ *(u) 



8u 



8u' 



^W 



= [^] = o 



=«'=0 





1 


fö» *::(f)l 


»»lg *::(«.) 


8»* 


8«: j 


L Kiv) J 



und somit: 



L 



«.=;? 



_ 8t>* , 

— ZT* ' *•*• 

0=0" =0 



Mit Rücksicht anf diese Beziehungen nimmt Gleichung 11. folgende Form an: 



J 1— /»»«, V:^ J 1— /»»«,' V%~ 






9ig*;iw 



8 



u 






wenn g und ^' folgende Bedeatong haben: 



ff = 






8v* 



8»* 



It 



K^ 



9 = 



(B^I*' + C^^. + (B•^^.*+Cl) 



aÖ** 



•I 



8«' 



*:: 



§irn. 

Unsere Integrale Ji und /s lassen sich jetzt anmittelbar aas den Relationen 12. und 10. 
ableiten. 

In Gleichang 10. setzen wir: xi = x and ^=1, d.h. 
ttj = und tti=w= I T^= da 1*2 = und «1 = 1« = 1 ■p= da 



«1 



^^ = "=J Vy ^^ 



ai = a=J ^= d4?, 



dann gewinnen wir für J^: 



1. . . J, = 6 1/ — ' 3 — lg -if^ ^ — e.u—e.uU 

' a.l — a.l — ira.l — fA'al ^j, (u — a) ) 



falls wir setzen: 



e 



^ 8ig^::(«) 

8a 



"" 8a' 



In Gleichung 12. aber setzen wir xi^x ond «i == 0, d. b. 



«,= — 



tjt 



«i = 0, 
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dann wird mit Rücksicht darauf dass: 

.0 



K{i>+J du) = const. »l[(v) 



f '\ —X^x dx ^» 1 — P ?/ dx ^ 

J l—fi'x'^X Y ]—ii-'x'\'X 



Wählen wir hierin «=1, so entsteht: 



^"1 — X' X 'JX_ _ 4 ^ ITT ^ 



Durch Subtraction der Gleichung 3. von Gleichung 2. resultirt: 
I . — — = -^-^ (ß, (i' + 6i) -■ h (ß, ,*» -1- C.) -^ -, gu — ffu^ 

Und demgemäss hat J, den folgenden Ausdruck: 

|tt, ft;j ( üu Qu ) 



§ vin. 

Aus Formel 1. des § IV wird unter Benutzung der in 4. des vorigen Paragraphen gege- 
benen Relation: 

1. . < = ^r (y^j fi + Gl) -Q^^ h {Bi /i' -+- Ol) -^-7 9'u — g • w , 

wenn j = — ^^ — ^y ül. gesetzt wird und die Constanten i?,, C, , J5i, 6i die unter 1. des §V 

gegebenen Werthe haben. 

Die Formel 2. des § IV verwandelt sich mit Rücksicht auf Gl. 1. des vorigen Paragraphen in: 



2. . ^ = V'o + p.arctgjJ/-^tg-^j-2-±^ilg^-Jl-^^ 



' M 



worin eingeführt ist: 



' a.l — a.l — >r a .\ — fir a 



Diese Beziehung entspricht dem Falle wo 1 < Z) < oo. 
Ist andererseits — 1 < Z) < +1, so kommt: 



3. v = V«+s 



^ • arctg I V"^ • tg 2 ] - Y + P • arctg {V^ tg ^ j 



^:; (m -H «0 






ö • w — ö' • u' 
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Setzen wir übrigens fest, dass in dem Falle, wo das Second&rsystem vollständige Um- 
Schwingungen macht, die die An&ngslage des primären Systems bestimmende Grösse V'o den 
Werth Null hat, und dass femer in dem Falle, wo die secundäre Masse pendelartige Oscillationen 
voUAhrt, der Anfangslage des primären Systems der Winkel 3 

4 V'o=p.arctgjy^l«^j-^ 

entspricht, so gewinnen wir die fBr beide Fälle zn verwerthende Formel: 

5. . V'=l>-arctg|y^^tg^}-^±j'{lg^|fl^-«. «-«'.«'}. 

Es bedarf wohl kaum des Hinweises, dass die in 1. und 5. f&r die beiden verschiedenen 
Fälle unter demselben Symbol auftretenden Gonstanten beide Mal verschiedene Werthe besitzen, 
da für 1 < J9 < 00 die Integralmoduln aus I des § IV, flir — 1 < D < + 1 aber aus 11 jenes 
Paragraphen zu entnehmen sind. 

Setzen wir in 1.: w = -jy so erhalten wir die Zeit, welche verflossen ist, während das 

Secundärsystem eine halbe Schwingung ausgeführt hat. Die Schwingungszeit T hat demnach 
den Werth: 

Auch diese Beziehung läset sich in beiden Fällen benutzen, wenn man den hierin auf- 
tretenden Gonstanten nur eine rein symbolische Bedeutung beilegt. 

Was die Amplitude betrifit, welche das primäre System während der Zeit T beschreibt, 
80 ist ihr Werth in dem Falle wo : 1 < Z> < 00 

tp=nip — \)-\-q'\e (a„-t-ax,) H- e' (a„+ an)\ 

und in dem Falle wo: — 1 < D < -hl 

Den Zeiten T, 27, 3T, . . • werden demnach die Azimuthe 9^, 24^, 3<P; . . . entsprechen. 

Ohne Mühe lassen sich aus den Formeln 1. und 5. auch die Zeiten und Azimathe be- 
rechnen, welche der Lage co = ± /f des Secundärsystems entsprechen. Doch sind diese Relationen 
nur von untergeordnetem mechanischen Interesse und soll daher an diesem Orte nicht weiter auf 
ihre Aufstellung eingegangen werden. Wir wenden uns vielmehr sofort zur analytischen Behand- 
lung der noch nicht erledigten Fälle: Z> = V ^ und D =» + 1. 

§IX. 

Ist D ^^'Wj so erhalten vrir mit Rücksicht auf die unter la des § IV gewonnenen 
Resultate: 

1 ^^'ii^V^J^V'^V* 



9»o 



Setzen wir nun: 



^ ^ 
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so kommt: 



2 t = ^V^^E(u,x)-E{u,,x)^i^. 



Setzen wir hierin u =^ Uq-{-2K^ so erhalten wir die Schwingungsdauer der Periode, 
nämlich : 

3 T=^y^.E 

und hiernach kann GL 2. auch geschrieben werden: 

4 t = ^\E(u)-E{no)\, 

worin K und E die vollständigen elliptischen Integrale L und II. Gattung bedeuten. 
Für Ja hatten wir folgenden Ausdruck aufgestellt: 

j ^nXXUi^j'i]^ ^5 -?! r^\ 

2 
Da in dem hierin auftretenden elliptischen Integrale III. Gattung n = - — - eine stets 

positive Grösse ist, wie auch A beschaffen sein mag, so müssen wir, damit der nunmehr einzu- 
führende Parameter a reell ausfalle, mit Jacobi setzen: n = — x^ sv?ia. 

Alsdann nimmt J2 die Form an: 
nS~2 



J,= 



I ../-.. *^ \ *^ (öf, x) cn (a.x) r „ . .X „ / . >,!( 

w — I/o -t- 1 l-i- — —^k—( k^^ [^ 0^ *«) — ^ (^0, ^a)\ 

\ n ! Onia^x) l ^ ' ^ j' 



X ( \ n ! oin (a, x') 

und für das Azimuth xp ergiebt sich: 

— y zt 



5. ^ = V'o-t- yo-t-2? • arctg j K J33; tg y 



To 



. ^ i/7i — 77 i . . ( A x'\ sn (a, x') (?7i (a, x') r„ . . . „ , . .^1 

Indem wir in diesem Ausdruck die Jacobi'sche Function einführen, nimmt derselbe mit 
Rücksicht auf die Relation: 

/7(t/,ta) = t/.Z(za) + Tlg— 7— -— T-T 

& {u-h la) 

folgende Gestalt an: 

6. V = Vo + <ro + p-[arctg|l/^-^tg.yjJ-<^±p («-«,) + ;, .--lg_A__j_^. 

worin gesetzt ist: 

^ X L \ n/ 07i(a, x) J ^ x \ m/ Dn (a, x ) 

Vermöge der Relation: 

TT U 

iZ{iu^ x) = — tg a7n (1/, x') . 9n (w, x') H- ^7-7^.7, + Z (w, x') 
und mit Rücksicht darauf^ dass: 



an {ia) = i tg am (a, x') cn (a, x') = ^ r^rzz: 571 (a, x') = 1/ 9n (a, x') = x 1/ 



Vx^ + n ^ x^-^-n '^ x'-f-n 
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verwandeln sich p' and j>" in: 

Wir wollen nun die An&ngslage des prim&ren Systems so w&hlen, dass Vo den folgenden 
Werth besitzt: 

, \\lA-\-l. ) , ^ „ »■ 0(«o-t-»a) 
V^, = -yo-f-p-arctgjy-j-ytg,p,j±i>.«oTp -ylgeS^' 

dann bekommen wir fBr das Aztmntb die einfachere Formel: 



7. . . ^ = _y + p.arctg|y-^^3jtgyj±p.«Tp .ylgg^^j^:-^- 

Setzen wir hierin einmal u — K Vax u^ das andere Mal u + iT ffir u, so bleibt vennOge 
der Beziehung : &{u — £) = @ (t^ + i?) das periodische Glied in beiden F&ilen dasselbe. 

Die Differenz der beiden auf diese Weise fflr das Azimuth gewonnenen Aasdrücke stellt 
offenbar den Winkel dar, welchen das Primärsystem durchlaufen hat, während vom Secund&r- 
System eine vollständige relative Umschwingung vollendet ist. Bezeichnen wir diese Differenz 
mit 4^, so ist: 

8 W=2p\K'^n{p — \) 

die Periode der Bewegung des Primärsystems. 

Zu den Zeiten: 0, 7, 2 T, . . ist das Azimuth: ip^^ V, 2 «P; . . 

Substituiren wir in 8. einmal u = 2K — uo, das andere Hai u = 2£+t«09 so ergeben 
sich folgende Azimuthe: 

Der Winkel ^o stellt also denjenigen Winkel dar, den das primäre System durchläuft, 
während das Secnndärsystem aus der Lage to = 2n — wq in die Lage « = 2fv oder aus der 
Lage tf = 2;r in die Lage i» = 2n-h^ einruckt 

Aus der Gleichung: 

T T 

t=^—\E{u) — -E(uo)j erkennt man, dass t = — *E(uo) 

diejenige Zeit repräsentirt, welche vom Secnndärsystem beansprucht wird, um aus der Lage 
(» = 2n — «0 in die Lage 27r+«o zu kommen oder, in anderen Worten, diejenige Zeit, welche 
das primäre System zur Zurücklegung des Winkels 2^ gebraucht. 

Substituirt man in 8. der Reihe nach: 

u = Kj2Ej3Kj d.h. m = ftj2n,3nj ... 

so entsprechen diesen Grössen folgende Azimuthe: 

Es mOgen nun noch die Functionen mit complexem Argument in solche mit reellem ver- 
wandelt werden. Zu dem Zwecke setzen vrir: 

Ig ^; . . ; =2i9i oder: 757— i-7-f = « ^ 
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dann ist: _ j^ ^ e^'i-j-l _ 1 ^ (u — ia) + @ (« + jg) 

^~ i ' e^'' — 1 ~ T ' (« — ia) — (m + ta) 

Jacobi entwickelt nun in seiner Abhandlung: „Sur la rotation d'un corps" folgende Re- 
lationen : 

Y [0 (w — ia) -I- (m + ia)] = 1— j^"* . (l-t-^^*) . cos 2a! + q*-^^ . (1+^^*) . cos 4^ 

^. [0 (m — ia) — (« -+- ia)] =—}!-* . (1— 5^*) , sin 2x + q^'^^ . (1— g^*) sin 4a? 



worin gesetzt ist: nu , « a- 

^ = 2Ä- * = r * = '' • 

Somit ist: 



2 (w — la) (?1-^ . (1— ?^^^0 • sin 2;?; — ^^"-^ . (l— ^'^^O • s»« ^^ -^- 



§X. 

Wir wenden uns jetzt zur weiteren Behandlung des Grenzfalles D = -hl. 

Die unter 20. und 21. des § IV gewonnenen Integrale J, und J^ sollen jetzt als Functionen 
von u dargestellt werden, wobei w mit (f> durch die Gleichung: y = amu verbunden ist. 

Zunächst ist zu bemerken, dass Wi zwischen — 1 und — oo, «2 aber zwischen — x^ und 
— 1 liegt. Demgemäss haben wir mit Jacobi zu setzen: 

1. rix = — x' 8n^ («1 + iK') 2. 712 = — x' sn^ {ia^ + K). 

Nach einigen leichten Reductionen erhalten wir alsdann für Ji und J^i 

V2Vß {\B + \^ 9««i V '^ 



\B r„/\ „/\1 2 fsnun cnur, anu c»tili 

— [eW-£(.)]-,^---[-— ^--]j 



4. J, = ^'^ ^1. , id + \B) ^ K - 1^) + 
(^-l)V2Vß( .1+1 

. 2(A-\B) 9n(«„x') f . . 1 

-^ ^-»-1 •i^^7^«~x')"^"(^') r^""'*'"^^^ " //(«,,«,+ A)j- 

- ( Vß - 1) -^^^ [/7 («0, «. -H iK') - n(u, a. + iK)] j . 

Will man statt der Transcendenten 11 und E die Jacobi'sche Function einf&bren, so hat 
man folgende Relationen zu benutzen: 

n (m, a, + iK') = u [cotg a)« a, 9n a, -f- Z (a,)] "t" J^ + "9" 'S j ^ /^ -t- «) 

t n{u, ta, + K) = M - v-^ V. a, V -f- Z(a„ x) 4- -^ 'g? > ) -i- • -._ a-^ 

LzAA c)n(a2,x) J 2 (u-i-tai + K) 

E {u) =-^.u-hZ («), 
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woza sich noch die ans 1. und 2. resaltirenden Beziehangen gesellen: 

2I/F 



«ft Ol =-|7= 



( ^ V2Vg Vg-1 ( . \f A - SB 

Vß-t-1 ^*' ' V^4-Vß V5-+-1 ^ ' ^-K-Vß 



Bna,= \ — = onioj, x)= y ==♦ 



Zonächst erhält man: 



J (H-«,8in»9))^y VB — 1 ' V5— 1 2 H(i»-t-a,) H(«o— a,) 



J (H-fi,8in»^9 V5 — 1^^ — VB^ 'jV2iCr ^ V 

2 (m + «a, -H ä) e (uo — «ot — if)! 
Ffir ^1 and y, aber gewinnen wir: 

5. y.=.4^iA.(«-«o)+A'ig ^^"-^)^('^- *-°'> 



— Ol) ^ Bnu BnuQ ') 



worin der grösseren Uebersichtlichkeit wegen gesetzt ist: 



2=-;^.z(a.)-ll^.A x'=.J^£=. x"=-±^ r= 2 



Vß — 1 Ä— 1 r Vb_i B—l Vj5 — 1 






^» — Ä 



2ÄÄ' '^ V ' (^-+-l)(V5-hl) '^ ^ 2(^+1) (V5 — 1) 



^" = iVVB-f.i. 

Nach diesen Resultaten erhalten wir fBr die Zeit und das Azimnth endgfiltig folgende 
Ansdrficke: 

vorausgesetzt, dass wir über die Anfangslage des prim&ren Systems derartig verffigen, dass: 



V^=p.arctgjK^3^<gyj-y + gjftUo + M«lg ^;^^.^_^^^ 4-Mlg g^^^J 
Die Constanten g, g' haben folgende Bedeotnngen : 

* »^ 2Ä' V2V5 ^-1 
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Die in 8. mit complexem Argument auftretenden Functionen mögen nun noch in solche 
mit reellem Argument verwandelt werden. 

Zu dem Zwecke setzen wir: 

- 0( u — ia^ — K ) _ . _ 1_ (u — la. — K) -h (u -\- ia^ + K) 

^0(u-^ia^+K)~ "^ ^^"~ i '0{u^ia,-\-K)~0{u-i(u, — K) 

Es ist aber: 
^ [0 (m— laa— JST) + (w-hia^-HÄ)] = l+?^~^^ . (l-f-(?^^0-COs2^+^^-2Ä (i_|_^46).cos4 

^.[&{u—iai—K) — (M-hiaa+Ä)] = 5^"* . (1— ^/-'')- 8in2j:+/--* . (1— ?**) . sin 4« 
worin q^ &, o; folgende Bedeutung haben : 

71 A 

Beachtet man diese Formeln, so ergiebt sich schliesslich: 

0(«-ta,-g) o ,,,,, l-hg^-* ■ (1+g-^O ■ cos2^ + g^-^^' ■ (1+g^*) ■ cos4x 
y. z lg = — Ä ai Ctg — z — -. . ^7 \ — ^77 TT 

{u-^a^+K) q^-^' . (1-f/^) sin 2x + c/-^^^ . (1— 2^^) sin 4^ H 

Mittelst der beiden Relationen 7. und 8. ist es möglich, für jede Lage des Secundärsystems 
die entsprechenden Zeiten und Azimuthe zu ermitteln. 

4 4 

Die Function sin w wird zwischen den Werthen — und H — '^- hin und 

^ VZ?-f-l Vi^-hl 

her schwanken. Die äussersten Grenzen selbst werden aber nie erreicht, da sonst der Winkel « imaginär 
ausfallen und infolgedessen seine mechanische Geltung verlieren würde. Doch liegt hierin kein 
Hinderniss, die in unseren Formeln vorkommenden vollstäudigen Integrale erster und zweiter 
Gattung mit Hülfe der üblichen Reihenentwickelungen auszuwerthen. 

Die Relation, welche für die Zeit gefunden worden ist, gestattet übrigens noch den be- 
merkenswerthen Schluss, dass das Secundärsystem die Lage (a^2n erst nach einer unendlich 
fernen Zeit erreichen wird. In Wirklichkeit würde es sich also nur um eine asymptotische An- 
näherung an jene Lage handeln, eine Erscheinung, die bekanntlich auch bei einem gewöhnlichen 
in der Verticalebene aufgehängten Pendel auftreten kann. 
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Tafel I. 

Die t6 Thetafanctionen sind durch folgende Gleichung definirt: 

.,(m+5jVa,.(m+f)(«+j)+a4;»+|)V2(m+J)(«.-|-«.)+2(«+|)(.^-|«.) 



4-00 -hoo ^ 

«1=— oo n= — oo 



3. 



worin die Grössen «i, f^, «i, €% den Werth oder 1 haben können. Als einige wesentliche Eigen- 
schaften fahren wir folgende an: 

Die r bedeuten hier jede beliebige ganze Zahl, die c und v nur oder 1. 

Das zweite Argument ist weggelassen und ausserdem sind hierin fär die y nur die Zahlen oder 1 
zu setzen. 

Auch hierin bedeuten die y nur Null oder Eins. 

In dieser Relation reprftsentiren die r j^^e beliebige ganze Zahl. 





5. ^J^(0,0)=0 wenn«,ri+«,«2 = l mod.2.; — JJ — = — ^J — 



= wenn «i «i+^i^s = med. 2. 



Im Uebrigen wird jede der 16 Thetafnnctionen in 2 Punkten Null von der 1. Ordnung. 
Ausserdem ist identisch: 

1 1 1 1 — oo 

1? F ;? 

wenn gesetzt ist: du = — ' , ^ — d« und du' = — ^ , — ^ — da? und ausserdem in jeder 

Thetafunction die untere Grenze des zweiten Argumentes dieselbe ist wie die des ersten Argamentes. 

6 
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Tafel H. 



1. 


Q.0 1 
^0 1 


(^0 




X k fJb Xi 






a 


(^l) 




2. 


2 
0,10 

^11 


M 






- ^^ ^,) 




2 
^0 1 


M 




3. 


a 

Ol 
^10 


M 


1 
1 




- >t^ ^.) 




^:; 


M 




4. 


2 


M 






/^^^i) 




K\ 


M 




5. 


2 


(wi) 




X, Ai ju, • 


•^1 




2 


M 




6. 


2 


M 




X Xj 1 


— ;l^rl . 1 — 

1 — a^i 


fl^Xi 


^:: 


(«0 




7. 


2 


(wi) 




flfAl 1 

. . « — 


— X^ Xi . 1 — 
1 — Xi 


■ X' X, 


^:: 


(wi) 





8. 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



^10 (Wl) A ^1 1 X^ ^1 . 1 - 

"1 = • 
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Hierin ist überall das zweite Argument wi weggelassen und überdies gesetzt: 
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THESEN. 



I. 

Das Verdienst, zuerst die Theorie der conformen Abbildungen begründet zu haben, ge- 
bührt Lagrange. 

II. 

Vom praktischen wie vom paedagogischen Standpunkt aus ist es wünschenswerth, die 
Elemente der Infinitesimalrechnung in das Pensum unserer Realgymnasien aufzunehmen. 

III. 

Eine Beschränkung der Anstellungsfahigkeit der im mathematisch -naturwissenschafUicheo 
Fache pro facultate docendi geprüften Real -Abiturienten ist durchaus unzulässig. 
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Ueber die 



Beziehung des Eiemann sehen Integrals zweiter Gattung 

zu den Periodioitätsmoduln der Function A(o|e). 



Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich zunächst mit den Vereinfachungen, welche 
sich für die Darstellung des RiEMANN'schen Integrals zweiter Gattung und seine 
Anwendungen ergeben, wenn maii der Herleitung dieser Function nicht, wie früher 
üblich, das Integral dritter Gattung, sondern die von Herrn Professor Christoffel 
eingeführte Function R(*) zu Grunde legt 

Das bekannte Verfahren der Integration über das Querschnittsystem der Riemann- 
schen Fläche T liefert bei passender Wahl der in dem Integral zweiter Gattung ^ (o 1 
enthaltenen additiven Constante die Formel : 



ao|e) = ^(e|o)-i.i:ii>)^Jö); 



wo 1) 41 rationale Function der Coordinaten z, s des variabeln Punktes und der 
Coordinaten Z, c des Unstetigkeitspunktes s ist; 2) u^\l(^) ist der pite Norroalintegrand 
erster Gattung für den Punkt e, und, wenn durch e ersetzt wird, sind ^i(s), 
<m(s), ....^(ft) die Periodicitätsmoduln der Function A(o|c) für die Querschnitte 

Von dem rein algebraischen Gliede ^(e|o) abgesehen, sind also in diesem Aus- 
druck der Function t(o\t) die Variablen z, Z von einander getrennt, in der Weise, 
dass die einzigen transscendenten Functionen <?li(o), 3^(o); - - . . ^(0), 
welche in unsern Ausdruck eingehen, von C unabhängig, also für alle 
Lagen des Punktes e die nämlichen sind. 



(*) Siehe unten § 1, und AnnaH di MaUmaHca, Serie II*, Band IX, Seite 97—99. 
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Auf diesem Umslande beruht die Brauchbarkeil der vorstehenden Formel. So wird 
durch dieselbe der RiExMANN'sche Ausdruck 

S = C„ -I- C, / (o 1 £,) -h Cj / (ö j £.) -f- . . . . 

einer algebraischen, wie die Fläche T verzweigten Function S von : aus der Irans- 
scendenlen in die rein algebraische Form 

S = Co 4- C, vb (s, I ) 4- Cj v[> (e, 0)4-.... 

(§ 7) übergeführt. 

Damit ist eine neue Ausdrucksform für diese Functionen S gefunden, nebst dem 
Satze, dass p Bedingnngsgleichungen zwischen den Coefficienten von S 
ausreichen, damit dieser Ausdruck in den 71 unendlich fernen Punkten 
von r stetig bleibt, während dort jedes einzelne Glied unendlich zur Ordnung 
m — 1 wird. Als Beispiel hierzu wird für die bekannte Function S von der Ord- 
nung p-f-1 der vollständige Ausdruck nebst den Bedingungen für die Existenz dieser 
Function hergeleitet. 

Für das volle Verständniss der obigen Formel, durch welclie die transscendente 
Function ^ (0 1 e) von :; auf die vom Parameter? unabhängigen Transscendenten ^fx(ö) 
zurückgeführt wird, ist es notwendig, diese neuen Transscendenten auf ihre charak- 
teristischen Eigenschaften zu untersuchen. 

Mit dieser Untersuchung beschäftige ich mich im zweiten Theile der Arbeit. Es 
tindet sich, dass innerhalb der einfach zusammenhängenden Fläche T diese Function 
Jl{i(o) einwertig ist und nur im Unendliclien unstetig wird: in jedem unendlich 
fernen Punkte wird sie 00 '""^ ohne logarithmische Unstetigkeil. Ausserdem ist sie 
stetig an allen Querschnitten mit Ausnahme des Querschnittes hix, wo sie den Perio- 
dicitätsmodul --2tc/ hat. Daraus folgt, dass die Derivirte von ^pi eine algebraische, 
wie die Fläche T verzweigte Function von z ist, was sich an dem Ausdruck von 
3iii,{o) als bestimmtes Integral nicht unmittelljar zu erkennen gibt. 

Diese Resultate übertragen sich sofort auf die Functionen p,(ö), pi{o)y .... pp {0) 
von 2, welche den übrigen Periodicitätsmoduln von R entsprechen. Dies führt zur 
Einsicht, dass in beiden Fällen die charakteristischen Eigenschaften einer ganzen 

Classe von Functionen C vorliegen, welche entstehen, wenn das / (IR{o\i} in der 

ursprünglichen Fläche T über einen beliebigen Ringweg r erstreckt wird. 

Zu dieser Classe gehören zunächst die Functionen B, (0), fß^Co),.... pp(o) und, 
wenn ihr Vorzeichen geändert wird, auch die Functionen Jl, (0), ^2(0), ... . ^p{o). 
Diese 2/> Functionen sind linear unabhängig, was aus ihrer Ein Wertigkeit in der 
Fläche T nebst den Werten ihrer Periodicitätsmoduln folgt. Durch sie lassen sich 
alle übrigen Functionen C(ö) linear ausdrücken. Die Herstellung dieser Beziehung 
und die Aufklärung eines auffallenden scheinbaren Widerspruchs, den dieselbe dar- 
bietet, bildet den Schluss meiner Arbeit. — 
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Die obige Formel für die Function / (o|e) steht in naher Beziehung zu einem Aus- 
druck, der sich bereits in dem Werke von Clebsch und Herrn Gordan (*) findet, 
nämlich zu der auf Seite 120 stehenden Formel 

Die linke Seite dieser Formel, nämlich das 

würde in unserer Schreibweise als eine Differenz, 

Uß|5)-Ua|5), 

ZU bezeichnen sein, während Saß den h ten Periodicitätsmodul des Integrals Saß be- 
deutet, und dieses letztere bis auf ein additives Integral erster Gattung einer Differenz 
Ä(a;|a)-/?(a:|ß) gleich ist. 

Der Uebergang von unserer Formel zur vorstehenden ist demnach klar. Der voll- 
ständigen Durchfuhrung der Aufgabe, aus der obigen Formel (11) auch umgekehrt 
zu einer der unserigen gleichbedeutenden zu gelangen, stehen dagegen beträchtliche 
Schwierigkeiten im Wege. Es möge darüber folgendes bemerkt sein : 

Zunächst ist nicht daran zu denken, dass man, wie auf der linken, so auch auf 
der rechten Seite dieser Formel die Punkte a, ß von einander scheidet, nämlich 
nicht durch Einmischung eines dritten Punktes C, sondern durch wirkliche Zerfällung 
des algebraischen Ausdrucks für 

dx 

(Seile 20 — 22 des genannten Werkes) in zwei Theile, so dass der eine nur von 
X und a, nicht auch noch von ß, der andere nur von x und ß, nicht auch von a 
abhängt, und keiner von beiden einen der Aufgabe fremden Punkt Z enthält. Die 
genuine Scheidung dieser Punkte a und ß wird in einem spätem Abschnitte des 
genannten Werkes, aber nur für ein Aggregat Toß von Integralen dritter Gattung 
durchgeführt. 

Statt dessen könnte man nun, ähnlich, wie im § 3 der vorliegenden Arbeit, zu 
einer definitiven Normirung von /(ß|^) gelangen, indem man hierfür ein arithme- 
tisches Mittel 






(*) Clebsch-Goroan : Theorie der AbeVtchen Functionen. 



— — 

einführt, wo aber die Lage der Punkte a, ...ajx sich nicht mit ß ändern darf. Eine 
solche Definition der Function /(ß|$) ist unbedingt zulässig, aber damit nun auch 
der Ausdruck dieser Function zum Abschluss gebracht wird, müssen die arithme- 

tischen Mitlei aus den Werthen von Saß und Saß, welche in ihm auftreten, ausge- 
rechnet werden, was durchaus davon abhängt, wie man die ganze Zahl fji und die 
Punkte a,, ocj...ajjL annimmt. 

Unser Ausdruck für t(o\z) verlangt derartige nachträgliche Ausrechnungen nicht; 
er ist von der obigen Gleichung (11) durchaus verschieden, da eine Ueberführung 
der letzteren in eine mit der unsern wirklich äquivalente Formel wegen der ün- 
ausführbarkeit der erforderlichen Operationen nicht gelingt. 



Strassburg, 14. Februar 1882. 
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Erste Abtheilung. 

Das Normalintegral zweiter Gattung. 

§ 1. 

Wir bezeichnen in üblicher Weise durch: 



n m 



eine irreduktible Gleichung zwischen z und $y durch T die zugehörige RiEMANN'sche 
Fläche, und durch o den veränderlichen Punkt , welcher dem Wertepaar z, s zuge- 
ordnet ist. Wo im Folgenden von Punkten e e^ o' der Fläche T die Rede ist, sollen 
die zugehörigen Werthe von z^s stets durch C ^; & ^t;^ ^> bezeichnet werden, 
falls eine solche Bezeichnung nöthig werden sollte. 

In Bezug auf das Polynom F sei vorausgesetzt, dass die in der Aufsuchung der 
Doppelpunkte von s bestehende Fundamentalaufgabe gelöst ist Die Anzahl der Doppel- 
punkte bezeichnen wir mit Riemann durch r, es sei in diesen Punkten: 

z, 5 = Tp, 8p lur p= 1,2,. . .r; 

Unterwirft man nun eine ganze Function 

9p{s \z ) 

der Bedingung, dass sie in dem Doppelpunkte yp> ^p gleich 1, in jedem andern 
Doppelpunkte gleich Null werden soll, so ergeben sich zwischen den (m— 1) (n — i) 
=p + r CoeiBcienten dieser Function r Gleichungen, welche nach einem bekannten 
Fundamentalsatze die Auflösung nach mindestens einer Gruppe von r CoeiBcienten 
gestatten, so dass noch p Coefficienten willkürlich bleiben. Diese setzen wir der 
Einfachheit halber gleich Null. Man erhält r solcher Functionen 9^; mittelst dieser 
bilde man eine Function 

+ (ö|e), 

deren Ausdruck sich aus folgender Formel ergibt 

F(s\t) i F'(s\z)'-'P(s\Z) 



1. 4,(o|6)F(ä|z) = - 



(ä--<x)(z— n z — Z 



|:[s,^|^ri-^]*'<'">^ 
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wo : 



F\s z) = 



^F(s\:) 



^s 



die partielle Derivirte bedeutet. 

Dies ist der vollständig ausgeführte Ausdruck für die in der Einleitung erwähnte 
Function 4»; die Function 7? ist ihr Integral: 



II. 



B{o\i) = /^{o'z)dz, 



In seinen Vorlesungen pflegt Herr Professor Christoffel beide Ausdrücke mit 
entgegengesetztem Zeichen zu benutzen. 
Als Function von : wird nun zunächst ^(öjc) unstetig nur in e, wo 

1 



+ {o i e) = 



funct. cont. 






ist, und in den Verzweigungspunkten, wo aber ihr Integral stetig bleibt. In jedem 
unendlich fernen Punkte dei' Fläche T wird : 

4;(o!e)-^--*- = 0^ 
nz 

Als Function von ? wird J>, ausser in o, nur noch in den unendlich fernen 
Punkten der Fläche T unstetig, dort wird ^ unendlich zur Ordnung m—\. 

Für die Function /f(oie) von z folgt hieraus, dass sie nur in e und den unend- 
lich fernen Punkten gc, oo, . . . . ac„ der Fläche T unendlich wird, und zwar ist: 

Ii(o\s>)= — log (: ?) -f- funct. cont. mon. 



m e 



m OC, OCg . . . . OOn 



1 1 

/? (ö I e) = - log^ h funct. cont. mon. 

n ^ z 



Diese Function R ist hiernach einwertig in derjenigen Fläche P, w^elche wie folgt 
entsteht : 

Man verwandle T zunächst mittelst der RiEMANN'schen Querschnitlbündel c, a, b 
in eine einfach zusammenhängende Fläche T und ziehe dann in dieser, um die 
Fläche T" zu erhalten, aus dem Punkte o, von dem die Schnitte c ausgehen, 
Sperrlinien l li l^ . , . , U nach den Punkten e oo, oo^ . . . . ocn 



♦ X' 
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Die Ränder dieser Schnitte werden so bezeichnet, dass ein positiver Umlauf um 
den Endpunkt von der negativen Seite des betreffenden Schnittes auf die positive 
Seite fuhrt. Bei den Querschnitten gelte die Bezeichnung Riemann's. Wegen der 
Benennung der fünf Ecken, die sich dort bilden, wo die Schnitte c, a, b zusammen- 
treffen, möge auf vorstehende Figur verwiesen werden. 

Wenn nun die bestimmten bitegrale : 



III. 



I \b\dR 



(o|0 = Jlv(e); 




a dÄ(ö|s) = ilv(6); 
r |v 

gesetzt werden, so folgt, vie an der in der Einleitung angeführten Stelle 

1) dass R innerhalb 7" einwertig und von jeder Unstetigkeit frei ist, weil die 
logarithmischen Unstetigkeiten in der Begrenzung von V eintreten; 

2) dass 



an 



^v(6) 



9v(0 







l 



27Ct 



/t(»=l,«...») 



ist, v^hrend 
3) zwischen den Periodicitätsmoduln die Relation: 



IV. 



irip^(e)==VaX|i<?lx(6) — 2mTti^(ft) — -Vu,i((»») I 



besteht. 
Weiterhin ei^ibt sich hieraus, dass: 



V. 



r(,|.)=!?^=/™., 



ein Integral zweiter Gattung im Sinne Riemann's ist mit dem Unstetigkeitspunkt e, 

und zwar ist: 

\ 

in ft : T(p 1 %) = -h funct. cont. 

Sonst ist diese Function innerhalb der einfach zusammenhängenden Fläche T 
allenthalben stetig und überdies einwertig. 
Setzt man: 

und ^^ ^ = uV(o), 



10 - 



so ist : 



weiterhin : 



an ffx: T-T=^\(t)- 
an6x: T-f = p\{t); 



VI. Tti . »V (s) = £ «^1^ -^'^ (s) - - ^' "V (£)• 

x=i 

§ 2. 
Nachdem dies in Erinnerung gebracht ist, bilden wir die Function : 

P=fT{o\h)dn{o\e)=rT(o\h)^(o\t)dz, 

Dieselbe hat logarilhmischc Unstcligkeiten nur in den Punkten 8, e und in den n 
unendlich fernen Punkten von T, und zwar ist das Gewicht der ünstetigkeit 

1) im Punkte 8 gleich 4^ (8 je); 

2) . » » e » —T(z\h); 

3) j) » OD, . ^T{ock\h)\ {k = \ ^...n). 
Das Integral 

J=fT{o\b)dn{o\&), 

(T) 

in positiver Richtung um die Fläche T erstreckt, ist a]>er gleich dem Produkt aus 
2tc/ in die Summe der Gewichte aller logarithmischen Unstetigkeiten von P, also: 

■■' '—'i 

k=l 

Andererseits liefert die Integration über die Querschnitte in bekannter Weise : 

^ = £ ( -ÄV (8) »^ (e) - ^,x (e) »V (8) ) , 

und wir haben demnach die Gleichung: 

2 Tri U (8 1 6) - T (e 1 8) -+" i 2] r ( 00,. I 8) I = 

' ^ k=l ' 

= Z (^V (8) 9ix (e) - ^y. (e) 5V (8) )• 

§ 3. 
Die Formeln IV und VII vereinfachen sich bedeutend, wenn wir von dem Um- 
stände Gebrauch machen, dass sowohl % als T eine additive, von z unabhängige, 
im Uebrigen verfügbare Grösse enthält. 



J=27üiU(8!6)— r(e|8)4--2] T(ock\h)\. 



VII. _ ._ , , . 

k=l 
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Um dieses bei u^ zum Ausdruck zu bringen, werde gesetzt: 

OL 

wo a irgend ein Punkt von T sein soll. Dann wird die in IV vorkommende Summe : 

00 



^^th^(oo,)=^^y^dut,-c^. 



Die Constante cp. bestimmen wir so, dass: 



2^Upl(ooO = 



wird, also: 



-42/ 



00 
k 



und demnach: 



dut 

k d 



00 



(A) u^(o)=J ^^\»^—~2lJ ^^^' 
Ebenso verfahren wir bei T{p\%) und setzen: 

00 

(B) T{o\t)=^J''dT(o\t)-^'^rd no\*). 

a k 9. 

Bei T{o\t) ist nun also, genau wie bei u^ die additive Constante in der 
Weise bestimmt, dass die Summe der n Werte, welche die Function für 
z= 00 erlangt) Null ist. 

Es ist ausdrücklich hervorzuheben, dass diese Bestimmung der Gonstanten auf die 
Periodicitätsmoduln von Uy, und T{o\t) keinen Einfluss hat. 

Unter diesen Festsetzungen geht die Gleichung IV über in die folgende: 



(C) 'tiy^Wrs— 2ict.%(*)4-2I^^<^^W; 



Gleichung VII verwandelt sich in: 



2«t[^,(»|6)-r(.|8)] = 2: 



^(0 »h(0 • 



Zur weiteren Vereinfachung benutzen wir rechts die Werte: 

r ^ (8) = - 2 u'h (8) 4- ^ Z «*i Jl'x (8) , 

P^(•) = - 2%(«) -h -.2oA|i<?lx(«), 
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welche sich aus (C) ergeben, so dass die Summe in die beiden Glieder: 



2Z 



^V(8)wV(S) 

^^ (s) u^ (e) 



und — 

TU/ 




ÖAjJL 



f^ 



5lV(S)ca'x(8) 



zerfällt. Die Doppelsumme ist aber gleich Null, denn, wenn man X mit ji verlauscht, 
ändert jedes Glied der Summe nur sein Vorzeichen, während der Werl der voll- 
ständigen Summe ungeändert bleibt, da X und ji bei der Summation dieselben Werte 
durchlaufen. 
Es folfft: 



also auch: 



2»[+(s.)-7(.:5)] = -,i:||[;(Jj«;;m 



+ (8|0-iE»V<8)^fW=3'(si8)-i.23V(8)%('). 



TZl 



§ 4. 
Mit Rücksicht auf die vorstehende Formel setzen wir nunmehr : 

(1) t{o\t)=T(o\t)-X^ ^V(e) u^io); 
dann geht diese Formel über in : 

somit folgt auch, wenn e durch o und hierauf 8 durch e ersetzt wird : 

(2) / (0 I e) = «^i (e 1 0) - 4 X; «V (0 ^n^ (o)- 

Als Function von z hat /(o|e) wegen der Gleichung (1) die folgenden Eigenschaften: 
1) In der einfach zusammenhängenden Fläche T' ist t{o\&) einwertig und bis auf 
den Punkt e allenthalben stetig; in e ist: 

1 



/(o|e) = 



z — : 



funct. conl. 



2) Die Summe der ?i Werte, welche die Function in den 7i unendlich fernen 
Punkten der Fläche T erlangt, ist gleich Null. 

3) An den Querschnitten hat die Function ^ (ö | e) constante Periodicitätsmoduln, und 

zwar ist mit Rücksicht auf VI (§ 4) und die Periodicitätsmoduln von Wjx: 

-h — 
an ax : t — i = o; 



an 6x : 1 — 1 = — 2 ?/'x (e). 
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Also ist t{o\i) als Function von z das Nörmalintegral zweiter Gattung für den Un- 
steligkeilspuukl e, wobei jedoch darauf zu achten ist, dass hier auch noch über die 
additive Constante verfügt ist, welche bei der RiSMANN'schen Definition des Normal- 
integrals zweiler Gattung disponibel bleibt. Aus diesem Grunde dürfte es angebracht 
sein , zu zeigen , wie sich unsere Function t(o\9) mit Hülfe der Rieh ANN'schen 
ä'-function ausdrückt. 

§5. 
Zu dem Ende gehen wir aus vom Integral: 

P=yÄ(o|8)d log*((w^(o)-(jH^)); 

p 
wo : «|A = 23 **»*(**) — ^l 



und: Äjit = -Q f TCJ + giJLiJL J 4- — ■ t; / U Wjidwx 

ist. Die Punkte e^ e, . . . . e, setzen wir unbeschrankt variabel voraus, so dass, wenn 
man will, für ä^ der Ausdruck durch die unendliche Reihe Riemann's benutzt werden 
kann. 

Die angewandte ä^-function wird Null in den p Punkten t, jedes Mal zur ersten 
Ordnung. 

An den Querschnitten ist: 

-+- — 
an ax : 3^ = 3^ ; 

-H — — «xx — 2(wx— ex); 
an 6x : 3^ = S* . e 

also 

an ax: log 3^ = log3' — SAxwi; 

-4- — — 

anftx: log3^ = log3^ — axx — 2(ttx — ex)-+-2^xici; 

^xund hx sind hier ganze Zahlen. 

Innerhalb der Fläche T* wird das Integral P unstetig nur in den Nullpunkten der 
3^-function, den Punkten s, », .. . .Sp, da A(o|8) innerhalb V stetig ist. In dem 
Punkte ftt wird P logarithmisch unstetig, und das Gewicht dieser Unstetigkeit ist 
gleich Ä (ft»|8). 

Das positiv um die Flache P erstreckte Integral: 



/=yÄ(o|8)dlog^, 



(T") 
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welches gleich ist dem Produkte aus 2 tu/ in die Summe der Gewichte aller logarilh- 
niischen Unsreligkeilen von P innerhalb T\ findet sich also gleich: 

k=l 

Die Integration über die O^erschnitle liefert: 

J=J^^x (S). j - «XX- 2 wx (n) ^ 2^x -^ 2^x xi| 

X 

Iy^ I c I 
Bx (S) 2 /u TC «• + 2 / U /Uo i 8) (/ «x (o) 
-^ 1'' k 

— 2 Tut logSr (Ov(8) — %))-+- -^ 2] 'og^ ((^f^(«^i^ ) - ^M.))- 

Setzt man beide Ausdrücke für / einander gleich, hebt mit ^ni weg und diffe- 
renliirt nach Zu , dem Werte von z in e;t , so ergibt sich mit Rücksicht darauf, dass 

de\ , , . 

ist, die folgende Relation: 

4» (e* i 8) - X 2] ^x (8) u'x (6*) = 



A 



Die linke Seite dieser Gleichung ist nach Gleichung (2) des vorangehenden Ab- 
schnitts gleich l(h\tic); ersetzt man 8 durch o, so folgt: 



1 d lj2r((M,.(oo,)-e,x)) 

7 

[^((«^(o)-e^)^]" 



'(''!^*) = ?5t''^" 



Dieser Ausdruck hängt also ausser von der Lage des Punktes Zk auch von der 
Lage der übrigen Punkte e ab. Wir bilden nun / (0 | 6^) für ä — 1, 2 . . .p und addiren. 
Alsdann lassen wir die p Punkte £jt in einem, wie unbeschränkt veränderlichen 
Punkte s zusammenfallen, wobei sämmlliche t{o\ek) in l(o\&) übergehen, und 

wird; es folgt: 

woraus man den verlangten Ausdruck für t{o[z) durch Division mit p erhält. 
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Der Ausdruck für das zum Unsteligkeiispunkt e gehörige nicht normirie Integral 
zweiter Gattung (das Normalintegral zweiter Gattung im Sinne Riemann's) ist dem- 
nach bis auf eine additive von z unabhängige Grösse gleich : 

Es ist dies jedoch nicht der von Riemann selbst dafür gegebene Ausdruck. Der 
Ausdruck Riemann's (Theorie der AsEL'schen Functionen § 25)(*) lautet in unserer 
Schreibweise 

— y^log*((%W~P%(ö)+^^i))• 
Seine Richtigkeit beruht auf dem Satze, dass die Nullpunkte, welche 



3^((upL(c)-pu^(o)-4-lirft)) 



als Function von z ausser dem ^fachen Nullpunkte s besitzt, von der 
Lage des Punktes s unabhängig sind. Denn im entgegengesetzten Falle würden 
sie sich ändern, wenn man den Logarithmus der ä'-function nach %, dem Werte 
von z in s diiferentiirt, also Unstetigkeitspunkte ergeben, wenn man den BiEMANN'schen 
Ausdruck als Function von z betrachtet. 

Der angeführte Satz lässt sich aus unserer Formel für das definitiv normirie Inte- 
gral zweiter Gattung herleiten, wenn man in diesem den Punkt s als variabel an- 
sieht. Als Function von Z wird nämlich t{o\9) unendlich nur in o und den Ver- 
zweigungspunkten. (Vergl. unten § 8.) Hätte nun 



S' ((%(ö) — pw^(0 + ^|i)) 



als Function von Z ausser o selbst noch irgend einen von z oder o abhängigen Null- 
punkt o, so könnte in dem ä'- Quotienten, welcher in unserer Formel unter dem 
log -zeichen steht, o nicht zugleich Nullpunkt des Zählers sein, da dieser von z 
unabhängig ist; also wäre o Unstetigkeitspunkt von i als Function von (, während 
dies ausser o nur feste Unstetigkeitspunkte hat. Also wird, als Function von Z be- 
trachtet, 

3^ ((tt|i(0) - p Wpi W -h Ky.)J 

= oP in und ausserdem =o* nur noch in (p' — p) Punkten E, die für alle Lagen 
des Punktes o die nämlichen sind. 
Der von Riemann benutzte Ausdruck 



3^((%(*)— PW|ii(ö)H-Äii)), 



(*) In den gesammelten Werken Riemann's finden sich an der angegrebenen Stelle zwei Druckfehler. 
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als Function von z betrachtet, wird also = o^ in s und ausserdem nur noch Null 
in den nämlichen, festen Punkten £", wie jener. 

§6. 

Wir haben nun für das vollständig normirte Integral zweiter Gattung die folgenden 
beiden Ausdrücke: 

(l) <(ö|e) = ^(e;o)-^X!^^V(0.^f.(ö); 

TL f. ^^^ 
'^ (X 



nfd^ " [^ ((M^(o)_/>«^(e) + Ä-^)]]" ' 



welche beide die Untersuchung von i sowohl als Function von z, wie als Function 
von ? gestatten. Der erste dieser beiden Ausdrücke zeigt nun zunächst, dass das 
vollständig normirte Integral zweiter Gattung i{p\i) algebraische, w^ie 
die Fläche T verzweigte Function von ? ist. Als Function von z ist i In- 
tegral einer algebraischen, wie T verzweigten Function. Die erste der 
vorstehenden Darstellungen scheidet die algebraischen Theile des Aus- 
drucks vollständig von den transscendenten und zwar in der Weise, dass 
die einzigen transscendenten Functionen, welche in diesen Ausdruck 
eingehen, nämlich die p Functionen JlfjL(o), von der Lage des Unstelig- 
keitspunktes e unabhängig sind. 

§ 7. 

Dieses Resultat fordert zu einer genauen Untersuchung dieser neuen Transscen- 
denten j3ifjL(ö) auf. Bevor wir zu diesem Hauptgegenstande der vorliegenden Arbeit 
übergehen, möge es gestattet sein, zwei Anwendungen der Formel (1) des voran- 
gehenden Abschnitts zu geben. 

Die erste Anwendung geht darauf hinaus, an einem einfachen Falle zu zeigen, 
wie unser Ausdruck für das definitiv normirte Integral i{p\z) die direkte Ueber- 
führung der RiEMANw'schen Darstellung (*) einer algebraischen wie T verzweigten 
Function durch Integrale zweiter Gattung in die rein algebraische Form bewirkt. 

Ist S eine algebraische, wie die Fläche T verzweigte Function q ter Ordnung von z, 
die nur zur ersten Ordnung unendlich wird, und zwar in den Punkten Sj Sj . . . . s,, 
und ist Ck das Gewicht ihrer Unstetigkeit im Punkte e^, so müssen die Gewichte 
den bekannten p Bedingungen genügen : 

(1) Ci \i\i,(tx) -f- C, wV(0 -^ -^C'i ^^V(e<?) = ö für [J. = 1 , 2 . . .p, 



(♦) Riemann: Theorie der AßEL'schen Functionen \ 5. 
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welche direkt aus der Untersuchung der Function j Sdv^ folgen. Unter Voraus- 
setzung dieser Bedingungen lautet der RiEMANiv'sche Ausdruck für 5: 
(2) S=(;-^C,«(o|»,)-hC,«(o|6,) + ...-hC^/(ö|ftg), 

wo Co eine neue Constante ist. 

Benutzt man hier für t die erstere von unseren beiden Darstellungen^ so wird 
wegen (1) der Faktor von 3^^{^) Null, also ergibt sich sofort: 

womit die Ueberführung aus der transcendenten in die rein algebraische Form ge- 
leistet ist. 

Würde man die Darstellung von S umgekehrt auf die Formel (3) gründen, so 
wären die verlangten Unstetigkeitspunkte im Endlichen alle vorhanden, da ^(»jo) 
als Function von z dort nur in e unstetig und zwar gleich 

1 



z-l 



funct. cont. 



wird. Aber in jedem unendlich fernen Punkte der Fläche T wird 4'(*l^) ^Is Func- 
tion von % unendlich zur Ordnung m — 1 (§ 1.); soll der Ausdruck (3) von S von 
diesen Unstetigkeiten befreit werden, so gibt dies 

n(w — l)=p-hr-i-m — 1 

Bedingungsgleichungen. Aber darunter müssen mindestens r-^-m — 1 überzählige 
Gleichungen sein, denn die vorangehende Untersuchung beweist, dass das nämliche 
bereits durch die Gleichungen (1) erzwungen wird, deren Anzahl nur gleich p ist. 
Wenden wir dieses Resultat auf die Aufgabe an, eine Function S so darzustellen, 
dass sie von der Ordnung p+1 wird, mit den Unstetigkeitspunkten • Sj g, ... c, und 
dass für den Unstetigkeitspunkt t ihr Gewicht gleich —1 wird, so ergibt sich : 



s-a-?. 



wo D und A die Determinanten 



< («) 

< (O 



«', (e) tt', («) 

«'i(«t) «i.(h) 



']>(h\o) u\(t,) ur,(t,) ttV(«p) 



und 



A = 



sind. 



«',(«0 ««'.(•.) «V(0 

«'.(«0 «'.(O uVC«.) 



<(h) *ft(h) *^p(h) 
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Hier kann man u\ u\ , , . u'p durch ein beliebiges System von p linear unab- 
hängigen Integranden erster Gattung w\ ti/, . . . u/p ersetzen, wie man am bequem- 
sten erkennt, wenn man statt der Gleichungen (0 die gleichbedeutenden 

Cw'^{i) -t- Cj tv'ix(^i) -h . . . -f- CpW'ix{sp) — 0, (pi = 1 , 2 . . . p) 

für C= — 1 benutzt. 

Obiger Ausdruck der Function S zeigt, dass die Punkte Sj e, . . . s^, in der Fläche T 
nicht ganz beliebig gewählt werden können; es sind vielmehr für diese Punkte alle 
diejenigen Lagen auszuschliessen, in denen sie ein Punktsystem erster Gattung bil- 
den, also A = o ist. Wird diese Bedingung durch geeignete Wahl der Punkte e, 
£j . . . Sp verletzt, so existirt die Function S entweder gar nicht oder doch nicht für 
alle Lagen des Punktes e. 

Die zweite Anwendung betrifft das definitiv normirte Integral t(o\&) als Function 
von ?. Wie wir schon oben sahen, ist t(o\&) als solche algebraisch und wie die 
Fläche T verzweigt. Sie wird unendlich nur, wenn 4'(^l^) ^der eine der Func- 
tionen ti'[i(&) es wird, also in dem Punkte o und in den Verzweigungspunkten. 

In wird : 

1 

ij) (e I o) = — - — - + funct. cont. 

also: 

1 

t(o\e) = — -— - 4- funct. cont. 

? — z 

In den Verzweigungspunkten wird t(o\&) als Function von ? ebenfalls unstetig, 
aber so, dass ihr Integral dort stetig bleibt. 
In jedem unendlich fernen Punkte von T wird als Function von 5^ 

u'ix(e)=o^: ^(6lo)H — ^ = 0*; also ist dort: 

\ 

Ho\z)-h — = o\ 

Aus letzterer Formel folgt, dass ^(o|e) als Function von Z in jedem unendlich 
fernen Punkte verschwindet; also besitzt ^(o|6) auch als Function von Z diejenige 
Eigenschaft, welche wir bei t(o\&) als Function von z behufs definitiver Normirung 
gefordert haben, dass nämlich die Summe der n Werte, welche die Function im 
Unendlichen erlangt, gleich Null ist. 

§9. 

Wir stellen nun noch zur bequemern Uebersicht die Eigenschaften unseres definitiv 
normirten Integrals zweiter Gattung als Function von z und als Function von $ zusammen. 
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L Als Fonction von z ist t{p\%) einwertig in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T und allenthalben stetig mit Ausnahme des Punktes ». 

In s ist: 

\ 

( (o I «) = — - -f- funct. cont. 



An den Querschnitten ist: 



+ — 
an ax: t — < = 0, 



an 6x- t—t = — 3iu\(i). 

Die Summe der n Werte, welche die Function im Unendlichen erlangt, ist gleich 
Null. 

II. Als Function von C ist t{o\i) algebraisch wie die Fläche T verzweigt. Unstetig 
wird diese Function nur in den Verzweigungspunkten und im Punkte o. 

1) In dem Verzweigungspunkte a = a9 C = ß ist: 

^(o|») = oo, aber lim (C — ß) t(o\t) = 0; 

2) Im Punkte o ist: 

t(o\9) = — -^ + funct cont. 
In den unendlich fernen Punkten ist: 



Zweite Abtheilung*. 

Die Functionen ^,, p,, C 



§ 10. 
Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Function: 

(1) .Äv(o) = / |6L(o' 0)rf2', 

r |v 

von der die vollständige Aufklärung über die wahre Natur des Integrals zweiter 
Gattung 

(2) / (o I e) = vj) (e I o)-Xj^ t.V(6) .ÄHt (o) 

abhängt. 

Den Ausgangspunkt dieser Untersuchung bildet die Gleichung (2); im weitem 
Verlauf derselben wird uns dann die Formel (1) selbst volle Einsicht in das Wesen 
der betrachteten Function verschaffen. 

Seien s, s^. . .e^ irgend welche p Punkte der Fläche T, die aber kein Punktsystem 
erster Gattung bilden dürfen, so dass die Determhiante 



A=y^^u\ (e,) ti\ (t,) . . .u'p (ep) 



von Null verschieden ist. 

Nimmt man unter dieser Vorausselzung den Unstetigkeitspunkt e der Function 
t(o\e) nacheinander in diesen p Punkten e an, so bilden sich gemäss der Formel 
(2) p Gleichungen, welche die Auflösung nach der Grösse Jlv gestatten. 

Man erhält auf diese Weise für die Function Jlv den folgenden Ausdruck: 

(3) ^^io) = ni±.l^y[^i..\o)-t(o\c.)]. 

Aus dieser Gleichung kann man die Art der Abhängigkeit der Function ^v von 
der Lage des Punktes o sehr leicht erkennen. Die Functionen /(o|s*) und\j;(6»|ö) 
sind, als Functionen von z betrachtet, in der einfach zusammenhängenden Fläche 
T einwertig; also ist auch ,^v (o) der Fläche T einwertig zugeordnet und, wie 
jene, nur in einzelnen Punkten derselben unstetig. 
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Was die Unsleligkeiten dieser Function von z betrifil, so folgt : Es haben ^ (tu \ o) 
und i{p\tu) im Endlichen nur einen Unstetigkeitspunkt , nämlich den Punkt c». In 
diesem Punkt drücken sich beide aus als 

A 

funct. cont. 



z-li 



Die Differenz beider Functionen ist demnach stetig in tuj somit auch ,9lv , wie sich 
übrigens von selbst versteht, da Jlv von der Lage dieses Punktes unabhängig ist. 
Für die Function Jlv folgt daher, dass sie im Endlichen, von den Querschnitten 
abgesehen, von jeder Unstetigkeit frei ist. 

Im Unendlichen bleibt i{o\ti) stetig, die algebraische Function ^ (sik | o) wird dort 
auf jedem Blatte =oo«^-\ also auch Jiv (o). Diese Unstetigkeiten der ver- 
schiedenen Functionen Jii^^.-JVp sind in der Weise an einander ge- 
knüpft, dass, wie auch immer ein Punkt • in der Fläche T angenommen 
werden mag, nach Formel (S) für jeden unendlich fernen Punkt 



1 ' 
— • 52 **V(0 9^ip) = 4> (e I o) -h funct. cont. 



wird, wie sich daraus ergibt, dass im UnendUchen 

/ (o I ft) = funct. cont. 
ist. 

In der einfach zusammenhängenden Fläche T ist also die Function ^v einwertig 
und mit Ausnahme der unendlich fernen Punkte allenthalben stetig. In jedem un- 
endlich fernen Punkte der Fläche wird 3^(o) zur (m— l)ten Ordnung unendlich, 
und zwar ohne logarithmische Unstetigkeit. 

# 

Es bleibt nur noch das Verhalten der Function ^v an den Querschnitten zu unter- 
suchen, "ifi^ulo) hat als algebraische Function von z keine von Null verschiedene 
Periodicilätsmoduln, wohl aber t. Es ist: 

-h — -<- — 

anax: t — i=^o\ also <?lv— ^v=o; 

an 6x: I— 7= — 2u'x(»); 
also 



an 



ftx: Äv-c?lv=^i:j^;^^ 



das heisst: 

Am Querschnitt frv hat ^v den Periodicitätsmodul 2ici; an allen übrigen Quer- 
schnitten ist der Periodicitätsmodul der Function JU gleich Null. 
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§ 11. 

Wir wenden uns nun zu der zweiten Gruppe von Periodicilätsmoduln der Function Ä, 
den Functionen pv (o) ; es ist : 

(1) 9v(o)- /|2u(ö»rfz'; (v = l,2...p). 

r |v 

Die Function Jlv (o) ist verknüpft mit den Functionen ^ durch die Gleichung : 

(2) 9v (ö) = 2^ 2 ^^v Jlx (o) - 2 wv (o). 

X 

Nun ist aber 1) an a^jt: 

-h — -f- — 

u^ — Wv = (!^) Tui; Jlx — cÄx = ; 

also 

Ferner ist 2) an by,: 

Wv — Wv ^= flfjLv ; ^x — Jlx = 27ci (jjj^j ; 
also 



pv — pv = — . y axv (j^) 2 Tci — 2 ajjLv = 0. 



X 

Also hat 9v (ö) an dem Querschnitt av den Periodicitälsmodul — 2 7ti; an jedem 
andern Querschnitte ist der Periodicitätsmodul gleich Null. Innerhalb der Fläche T 
ist 8v gemäss der Gleichung (2) einwertig und überall mit Ausnahme der unendlich 
fernen Teile der Fläche T stetig. In diesen wird pv zur m — 1 ten Ordnung unend- 
lich und zwar ohne logarilhmische Unstetigkeit. 

§ 12. 
Da die Periodicilätsmoduln von ^v , Bv conslant sind, so sind die Derivirten 

dz ' dz 

dieser Functionen wie die Fläche T verzweigt ; dieselben werden unstetig nur in den 
Verzweigungspunkten und in den unendlich fernen Punkten der Fläche T und zwar 
zu endlichen Ordnungen; sie sind daher algebraische, wie die Fläche T verzweigte 
Functionen von z und wir haben so den folgenden Satz: 
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1) Die 2 p Integrale 



^v(o) 




b\^{(/\o)dz' 

r\ 



und 




^{o'\o)dz' 



sind in der einfach zusammenhängenden Fläche P einwertig und stetig mit Ausnahme 
der unendlich fernen Punkte, in denen sie zur m — 1 ten Ordnung unendlich werden, 
aber von logarithmischen Unstetigkeiten frei sind. 

2) Eine jede dieser Functionen hat nur einen von Null verschiedenen Periodici- 
tätsmodul und zwar hat Jlv den Periodicitätsmodul 2 in an 6v ; pv den Periodicitäts- 
modul — 2 7ct an av; 

3) Die Derivirten 

dz ' dz 

sind algebraische, wie die Fläche T verzweigte Functionen von z. 

Die Art der Verteilung der Periodicitätsmoduln lässt sich in der folgenden Tabelle 
bequem übersehen. 

An 



^1 — ^f — 
+ - 
3^ — ^ = 



5Vp ^Vp 



+ 

-4- 






i-»P 



bf bt . . . 


. . 6j> 


a, 


a. 


Op 


2itt . . . 


.. 





... 





2iri... 


.. 





... 





... 


. . Sin 





... 





., . 


.. 


-Sin 


... 





. . . 


.. 





-Sin. . . 





.. . 


.. 





... 


-Sin 



Dabei ist jetzt hervorzuheben, dass derjenige Querschnitt, an dem eine dieser 
Functionen den von Null verschiedenen Periodicitätsmodul besitzt, nichts anderes ist, 
als der Integrationsweg für </ in der obigen Darstellung der Function durch ein b e- 
stimmtes Integral; zugleich ist darauf zu achten, dass o' auf dem Wege (raq}$ den 
positiven Querschniltrand nicht auf derselben Seite hat, wie auf dem Wege (rbs)^. 
Kehrt man daher beispielsweise bei den Functionen Jlv die Richtungen der Integration 
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iirn, ho wecht^^It a?j<"h der Pefio'Jicit;jtsrr.CHiijl sein Zeichen, nimmt also nun denselben 
Wer' an, wie bei derj Funeli'^nen B, 



ft 



13. 



liies fuhrt zur Hrkenntni.->, da-> di»^ 2/> Functionen ^, , B, nui Spezialiälle sind 
^iner allgemeinen Inlef/ralfunction 

€(o) = I 'Jio' 0) dz\ 

wenn rjls Integralion.^vNc;: ein in .-ich zurü' kkehi^-nder, im L'ebrigen aber beliebi|/ 
anzunehmender durch die Fläche T verlaufender Weg r benutzt wird. Wir können 
dabei den Fall ausschliessen, wo der Weg r die Fläche T in .getrennte Stücke zer- 
schneidet, da in diesem Falle das Integral einen ronstanten und aus den L'nsletig- 
keiten vcm «^ Co' o) als Function von z' leicht zu ermittelnden Wert hat, welcher 
sich übrigens auch aus dem fol^' enden ergifit (§ 15). 

\Wa dem Wege r werde nun zunäclist flie Integrationsrichtung lestgelegt und dann 
als die positive Seite diejenige bezeichnet, welche zur linken der Integrationsrichtung 
also so zu derselben liegt, wie die positive v^xe zur positiven xaxe. (Figur auf 
Seite 8. 

Hierdurch ist die Function C für jede La^^e des Punktes o ausserhalb r einwertig 
festgelegt, und wir beginnen ihre Untersuchung mit dem Nachweis ihres Verhaltens 
zu beiden Seiten von r. 

Nimmt man zu diesem Zwecke 

1) auf der negativen Seite von r an, oder r so, dass dieser Weg in negativer 
Richtung an o vorbeiführt, alsdann 

2) auf der positiven Seite von r, oder r so an, dass dieser Weg in positiver 
I'iiditung an o vorbeiführt, so ist der Ueberschuss des zweiten Integralswerles über 

den ersten, also € — C gleich dem in positiver Richtung um den Punkte erstreckten 
Integral. Nun ist in o : 

i 

^ (o'l o) = h funcl. cont.; 



also ißt das positiv um o genommene Integral 

4>(o'|o)rf2'= — 2x1; 

mithin ist an r: 

-+- — 

€ — € = — 2 TTi. 



/ 



So sehen wir also folgendes: Wird der Punkt o auf die durch den Ringweg r be- 
grenzte Fläche beschränkt, so ist die Function €{p) für jede Lage des Punktes o 
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innerhalb dieser Fläche einwertig beslimroty und sie hat an ihrem bitegrationswege 
r den Periodicitätsmodul — 2 in. 

Von dieser Function C sind (?lv(o), |^ (o) diejenigen besonderen Fälle, welche 
sich ergeben» wenn man für r den Querschnitt a^ , ftv nimmt und dann die Integra- 
tionsrichtung dadurch bestimmt, dass man fordert, der positive Querschniltrand solle 
auf die linke Seite derselben fallen; daraus ergibt sich, dass man, um eine Function C 
zu erhalten, bei den Functionen ^v die Integrationsrichtung (r 6 s)v umzukehren hat, 
während bei den Functionen |lv die Richtung (raq}i mit der für C festgelegten 
übereinstimmt. 

§ u. 

Die weitere Untersuchung der Functionen C lässt sich auf den bemerkenswerten 
Umstand gründen, dass alle diese Functionen sich durch diejenigen 2 p linear unab- 
hängigen Functionen Jlv, 9v ausdrücken lassen, auf welche die Theorie der Func- 
tionen R und t(o\i) uns geführt hat 

Die Function R {(/\o) ist als Function von zf innerhalb der Fläche 7^ einwertig. 
Durchläuft der Punkt (/ den Weg r, so hat hiernach die Function R zu Ende den- 
selben Wert, wie zu Anfang; die Summe aller Zunahmen von R auf diesem Wege 
ist daher gleich Null. Diese Summe setzt sich aber zusammen aus den stetigen und 
den plötzlichen Zunahmen von R; die Summe der erstem ist nichts anderes, als das 
bestimmte Integral C; ist P die Summe der letztern, so folgt: 

e(o)-f-P=0. 

Aber diese plötzlichen Zunahmen von A, deren Summe P ist, treten ein, so oft (/ 
einen Querschnitt überschreitet. Also ist für die Berechnung von P auf folgendes zu 
achten : überschreitet & einen der Schnitte % b^ l U, so vermehrt sich R plötzlich 
um den positiv oder negativ genommenen Periodicitätsmodul, je nachdem der Ueber- 
gang über den Schnitt von der negativen zur positiven Seite oder in umgekehrter 
Richtung erfolgte; für einen dieser Schnitte ist also die Summe aller plötzlichen Zu- 
nahmen von R das Produkt aus dem Periodicitätsmodul für den Schnitt und der 
Differenz g — h zweier positiver ganzer Zahlen, von denen g angibt, wie oft der 
Schnitt von der negativen zur positiven Seite, A, wie oft er in umgekehrter Richtung 
überschritten wurde. 

Nennen wir diese Differenz g — h die Anzahl der positiven Uebergänge über jenen 
Schnitt, so dass diese Anzahl auch negativ werden kann; ist in diesem Sinne die 
Anzahl der positiven Uebergänge 

über üy, gleich Ofi, 
^ l > X, 

4 
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so folgt : 

p 



also haben wir : 



ßjx »sjL (o) 1 -+- — . I A, -h X, H h X„ j - 2 TCf • X; 



(1) €(0) 



2 [«(X ^,x (O) -t- ß^ |»,x (O) J 



2w 



[ 



X, -h X, H 1- X„ 



n 






- X h= 0. 



Aber diese Formel enUiält einen scheinbaren Widerspruch, da jede der Functionen 
g?tv, Jv und Ä nur einen von Null verschiedenen Periodicitälsmodul hat, nämlich an 
ihrem eigenen Inlegralionswege, also dort, wo die andern Functionen sämmtlich den 
Periodicilätsmodul Null haben. Hieraus folgt nämlich, dass eine identische Gleichung: 

^{o)^^Ya^§i^(p) ^ ß^BptCo)] 4-7 = 0, 
|A 
in welcher Y und sämmtliche aji, ß|i constant sind, unmöglich ist. Die folgende Un- 
tersuchung wird dariun, dass und aus welchen Gründen dies der Formel (1) durch- 
aus nicht widerspricht. 

Wir nehmen in der Fläche T die Qucrschnittbündel a, b^ c und die Schnitte 
l^ l^ .... In nach den n unendlich fernen Punkten, sowie den Uingweg ?' nebst der 
Integrationsrichtung fest an. Damit ist dann die Bedeutung der Functionen ^v, pv 
und € und der Zahlen a, a, . . . . a«; ß, ß, . . . . ßn; X, X, ... . X« ein für allemal, und 
zwar unabhängig von der Lage des Punktes o festgelegt. Anders verhält es 
sich mit der Zahl X, da der Schnitt /, obgleich er von r beliebig oft geschnitten 
werden kann, über keinen der Schnitte a b Ik hinweggehen darf. Soll nun o einmal 
auf der negativen, dann auf der positiven Seite eines Schnittes Q liegen, so sind in 
Bezug auf die Anlage des vom gemeinsamen Ausgangspunkte o sämmtlicher Schnitte 
nach zu führenden besondern Schnittes / verschiedene Fälle zu unterscheiden. 

^ 

1) Ist Q der Inlegrationsweg r, so kann man den von o aus 

nach der negativen Seite von r gezogenen Schnitt / über 7- hin- 
weg zur positiven Seite fortsetzen. Die Anzahl der positiven 
Uebergänge von r über / wird dadurch um — \ vermehrt. 

2) Sei Q einer der Schnitte a b oder U\ der von o 
nach zu führende Schnitt heisse /' oder /", jenach- 
dem der Endpunkt o auf der positiven oder der ne- 
gativen Seite von Q liegt. Da / im gegenw^ärtigen Falle 
den Schnitt Q nicht überschreiten darf, ebenso wenig, 
wie einen der übrigen Schnitte a b oder /t, so müs- 
sen /' und V so gewählt werden, dass sie zusammen- 
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genommen einen Ringweg p bilden, der von der negativen auf die positive Seite 

von Q führt, ohne einen der Schnitte a b h in überschreiten. 

-h — 
Sind nun X, X die Werte von X, je nachdem o auf der positiven oder der nega- 
tiven Seite von a liegt, so folgt aus (1) für diesen Schnitt Q : 

(2) e~eH-]^jaH(SH^-<^K)H-ß|i^(fc-pH^)!-2ici(X-X)==0^ 

ä) Nun sind an jedem Schnitte U die Periodicitätsmoduln der Functionen C, S^ii, p\^ 
gleich Null; also ergibt sich, dass an jedem Schnitte Ik 

X~X = o 

ist, d. h. dass die Anzahl der positiven Uebergange von r über / nicht geändert 
wird, wenn o von der einen auf die andere Seite von U verlegt wird. 

b) Ist Q der Schnitt r, so haben wir zu setzen: 

e — e= — 2ict; 

die Periodicitätsmoduln aller ^ und |l sind gleich Null; also folgt aus (2): 

-h — 
— 2ict — 2TCt(X— X) = o; 

t-X = -l. 

Tritt also von der negativen Seite von r auf die positive über, so vermehrt sich 
die Anzahl der positiven Uebergange von r über /um — 1, wie wir schon oben 
sahen. 

c) Ist Q der Querschnitt by,, so ist: 

-+- — 

Jlii — c?l|i=27ci; 

die übrigen Periodicitätsmoduln sind gleich Null, also folgt: 

o = 2TCt.a|x — 27ct(X — X); 

-h — 

X — X = 0C|i • 

- + 

Den Ringschnitt 9, der, ebenso wie 0^9 von 6^1 nach bft fuhrt, bezeichnen wir aus 
diesem Grunde durch af^. Ebenso wie bei ay, werde die linke Seite von affn als die 
positive bezeichnet. Diese Bezeichnungsweise stimmt überein mit der oben für die 

Ränder von V festgelegten ; bei f ist sie die entgegengesetzte. Also ist X die Anzahl 
der positiven Uebergange von r über das Stück P von o^ii; für das andere Stück 

Ton o^iA, nämlich l" ist sie gleich — X; daher ist 

-+- — 

X — X = a|i 

die Anzahl der positiven Uebergange von r über afp,; sie ist also dieselbe, wie für a^L. 
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d) Nimmt man für Q den Querschnill öfpi, so ist: 

-4- - 

alle übrigen Periodicilätsmoduln sind gleich Null, also folgt: 

-»- — 
— 2TC/ßpL— 2xi(a— X) = o; 

— -4- 

X — X = ßfx. 

In diesem Falle bezeichnen wir den Ringweg 9, weil er, wie Aji, von a^. nach aji 
führt, durch b'y.. Bei fc^ werde ebenso wie bei by. nicht die linke Seite, sondern 
die rechte als positive bezeichnet. Diese Bezeichnung stimmt überein mit der für 
das Stück f desselben festgelegten; für das andere Stück /'ist sie die umgekehrte. 
Also ist jetzt ' 

X-X = ßp, 

die Anzahl der positiven üebergänge von r über iVi ^'Jcsc ist somit dieselbe, wie 
für den Querschnitt 6|i. 

e) An einem Schnitte c sind alle Periodicitälsmoduln gleich Null, also ist dort: 

X - X = 0. 

Der Widerspruch, welcher in der Gleichung (1) scheinbar enthalten war, hat sich 
also dahin aufgeklärt, dass auch die ganze Zahl X Periodicitälsmoduln be- 
sitzt, nämlich die folgenden: 

an 

X- x-= 

Anders ausgedrückt heisst dies folgendes: Die einfach zusammenhängende Fläche T 
wird durch den Ringschnitt r in Stücke zerlegt, welche begrenzt sind von Ab- 
teilungen der Schnitte a, i, c und r. Innerhalb eines jeden von diesen Stücken der 
Fläche T hat X einen unveränderlichen Wert, aber derselbe ändert sich in der vor- 
stehenden Weise von einem Flächenstück zum andern. Ein Widerspruch wäre in 
der Gleichung (1) wegen der Periodicitälsmoduln der Functionen ^^i, p^ und € nur 
dann vorhanden, wenn X in allen diesen Teilen von T' denselben Wert hätte. 

Ausserdem hat sich noch folgendes ergeben : 

Werden ohne Aenderung von r die vorhandenen U"ti»'schnitte a b stetig abge- 
ändert oder in der oben angegebenen Weise durch andere, a' b' ersetzt, so bleibt 
die Anzahl der positiven Uebergänge von r für jeden solchen Schnitt ungeändert. 

Damit ist die Bedeutung der Gleichung (1) klargelegt, und wir können nun mittelst 
dieser Gleichung die bereits nachgewiesenen Eigenschaften der Functionen Jlji, p^ 
ohne weiteres auf C übertragen. Dann ergibt sich der Salz: 

Der RiEMANN'schen Fläche ist eine Classe von Functionen C zugeordnet. 



«^ 


h 


<> 


h 


r 


-ß,^ 


-t-a^ 








\ 



— 29 - 

die sich als Integrale über in der Fläche T verlaufende Ringwege r in 
der Form 

€{ft)=f^{(/\6)dz' 

darstellen. Jede solche Function von zwird unendlich nur in den unend- 
lich fernen Punkten der Fläche T und zwar zur (m— i)ten Ordnung ohne 
logarithmische Unstetigkeit; ausserdem wird sie unstetig nur am Inte- 
grationswege r und hat dort den constanten Periodicitätsmodul 

— 2 wi. 

Aus jeder Function C entspringen zwei wie die Fläche T verzweigte 
Functionen von z, nämlich 

e ^ und ,^ \ 

dz 

• 
von denen die erstere transscendent, die andere eine algebraische ist. 

In dieser Classe gibt es 2p linear unabhängige Functionen: 

— 3^\9 3^> .... ^Ip ; 9i Fl * * * • Pp > 

bei denen als Integrationswege die Querschnitte benutzt werden; durch 
diese lassen sich alle andern nach der Formel: 

(1) «(o) -H i; [a^^(o) 4- P^»|.(o)] H- 2iri[^i^^^ 

ausdrücken. 

Damit ist die Theorie dieser Functionen zum Abschluss gebracht, insofern der ge- 
nauere Nachweis, wie C sich im Unendlichen verhält, aus den Formeln: 

— •23tt'ii(Oc?V(c>) = +(»|ö)H- fijnct. cont. (§ 10.) 
und 



»»^ W = ^ iZ «^»^^^ W-2%(o) (§ 3. C) 



j» 

l 



durch Zusammensetzung folgt. 

§45. 

Wir wollen nun noch mit wenigen Worten einen im Vorangehenden unberück- 
sichtigt gelassenen Fall erledigen, den nämlich, wo der Ringweg r die Fläche T in 
getrennte Stücke zerschneidet. Sei T^ dasjenige Stück, um welches in positiver 
Richtung integrirt werden soll. Dann ist nach dem Satze Caucht's das um T^ ge- 
nommene Integral, 

€=^fdR((f\o), 
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gleich dem Produkt aus 2 ni in die Summe der Gewichte aller logarithmischen Unsletig- 
keilen von R in 7",. Wenn zu 7", ??, unendlich ferne Punkte von T gehören, so folgt: 

2 7ci 
€ = ??!. — , 
n 

falls der Punkt o ausserhalb 7",, und 

Ä = ??i. 2 Tri, 

n 

wenn der Punkt o innerhalb T^, also auf der posiliven Seite von r liegt. 

— -f- 

An r ist der erstere Wert gleich €, der letztere gleich C, also folgt dort: 

-+- — 

C — « = — 2 7c/. 

Da € innerhalb und ausserhalb T, conslant ist, so sind in der allgemeinen Formel 
alle aji und ßpi Null; aus (1) folgt für beide Fälle : 



C (o) = 2 TCi . j X ^ I 



nur dass im ersten Falle X = X, im zweiten Falle X = X und ausserdem X — X=l 
zu setzen ist. 

Dass die Zahlen a|i, ßjx im gegenwärtigen Falle gleich Null sind, ergibt sich auch 
daraus, dass ein positiver Uebergang von r über a^j. das nämliche ist, wie ein nega- 
tiver von QyL über r, also ist — a^i die Anzahl der positiven Uebergänge von ayL über r, 
das heisst die Anzahl der Fälle, wo ay,, den Rand r von T, überschreitend, in 
r, eintritt, vermindert um die Anzahl der Austritlsstellen. Folgt man aber dem 
Wege öffi, indem man an einer beslimmten Stelle innerhalb 7\ beginnt, so ist klar, 
weil man wieder in den Ausgangspunkt zurückkeliren muss, dass die Anzahl der 
Austrittsstellen aus T^ der Anzahl der Eintrillsstellen gleich ist, also ist a|i = o; 
ebenso folgt : ßjx = ö, was noch verificirt werden sollte. 
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